
BIZONYOS POLINOMOK MAXIMUMANAK 
ALSO KORLATJAROL. 

Bevezetes. 

Ismeretes A. MARKOFF 1 kovetkez6 tetele : 
Legyen /(z) tetszoleges n-edfoku polinom, melyre a -1 < z < 1 

szdmk6zben 

akkor ugyanitt 
If (z) I < 1; 

I f'(z) i < n 2
, 

(1) 

(2) 

s az egyenloseg csak a z = ± 1 helyeken dllhat f enn. A szels6 
erteket szolgaltat6 polinom ± cos (narc cos z). 

A fen ti tetel mas alakban : ha f (z) n-edfoku polinom, akkor 

max lf'(z)f 
_-_1=::;~z=~~1-,-,.---..,... < n2. 

max J f (z) I 
-1~z~1 

(3) 

Az intervallum bels6 pontjaiban S. BERNSTEIN 2 becsiilte meg 
a differencialhanyados erteket: ha a - 1 < z < 1 szdmk6zben 
(1) ervenyes, akkor ugyanott: 

n 
fl'(z)i< rr-22· (4) 

A fentiekhez hasonl6an kereshetjiik a polinomok differencial.; 
ha.nyadosanak korlatjat, ha az (1) egyenl6tlenseg a komplex, 

1 Uber ein Problem von D. J. MENDELEJEFF. (Oroszul, nemet kivonattal.) 
A szt.-peterv:i.ri Akademia kiadv:i.nya. 62 (1889) ; 1-24. 

2 Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions continues 
par des polynomes de degre donne. Mem. publ. par la Cl. des Sc. de 
l'Acad. de Belgique. 4 (1912). 
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szamsik egy tetsz6leges ponthalmazara ervenyes. Az els6 ered
meny e teren Rrnsz M.3 nevehez fiiz6dik: 

Ha a I z I < 1 k6r keruleten (1) ervenyes, . akkor e tarto
mdnyban 

I f'(z) / < n, (5) 

s az egyenloseg csak az a.zri polinomokra dll fenn, hol / a/=1. 
· Vagyis n-edfoku polinomra 

max lf'(z)i 
1 .. 1::;1 <n. 
max /f(z)i = 
lzl~l 

(6) 

w. E. SEWELL 4 ellipszisalaku tartomanyokra altalanositotta 
Rrnsz tetelet. Ha a (-1, 1) es (-ai, ai) tengelyu (0 <a < 1) 
ellipszis keruleten (1) ervenyes, akkor ott 

(7) 

SZEGO G.5 korlatos, zart, JoRDAN ivvel hatarolt M tartoma
nyokra terjesztette ki MARKOFF tetelet. Szerinte n-edfoku f(z) 
polinomokra (c1 es C2 az n-t61 fiiggetlen alland6k, a > 0 es 
tetsz6leges) 

(8) 

ha Zo . M-nek hatdrpontja, es M ponty'ai a Zo-b6l huzott kit 
olyan felegyenes k6ze esnek, melyek egymdssal a. n sz6get zdr
nak be (0 < a < .2). Tovdbbd 

/ f'(zo) I (M · .1>) (1 + .1>)n 
max / f (z) / < C2 ' Zo, u . u , 

ZEM 

(9) 

3 Eine trigonometrische lnterpolationsf ormel und einige Ungleichungen 
· fur Polynome. Jahresber. rl. cleutschen Math. Vereinigung. 23 (1914); 

354-368. 
4 On the polynomal derivate · constant for an ellipse. Amer. Math. 

Monthly. 44 (1937); 577-578. 
5 Uber einen Satz von A. MARKOFF. Math. Zeitschrift. 23 (1925) ; 

45-61. 
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ahol z0 a ,sik .tetszoleges pontja. SzEG6 tetele nagysagrendileg 

pontos. . 
FEKETE M.6 kimutatta, hogy azoknak a p.olinom0knak a gyokei, 

melyek miatt (9) nem javithat6, az M halmazon fekszenek. TuRAN 

PAL felvetette azt a kerdest, hogy forditva mit lehet kimondani 
azoknak az n-edfoku f(z) pol.inomoknak a differencialhanyado
sar61, melyeknek gyokei az M halmazon fekszenek, s amelyek 
az M halmaz egy pontjaban az 1 erteket. felveszik. Ezt a fel
tetelt kielegit6 polinomosztalyt E(lvl)-mel je16ljiik. A 'kerdes igy 
is megfogalmazhat6: zetezik-e E(M) polinomjait tekintve 

max I f'(z) I 
ZEM . 

max I f(z) I 
szdmdra also korldt? 

:ZEM 

TuRAN bebizonyitotta, hogy ha M1 a ( -1, + 1) interv.allum, 
akkor E(M1) minden n-edfoku f(z) polinomjara van M1-ben 
olyan ( pont, melyben 

I f'(C) / > ~ fn, (10) 

~s ha M2 halmaz az egysegkor, akkor E(M'2) minden f(z) poli
nomjara van olyan (eM2 pont, hogy 

' . If'(() I> ~, 
~ 

mely ut6bbi nem javithat6. Azaz 

max /f'(z) I 
-l<z<1 · 1 -

ha f(z) eE(~(),· es 

ha f(z)eE(M2). 

-- >-tfn 
max I f (z) I = 6 ' 

-1-::;:z~l 

max / f'(z) I 
JzJ~1 n 
-~--->-· 

max If (z) I = 2 
.I z 1.:::;1 

(11) 

(12) 

(13) 

6 Uber den absoluten Betrag von Polynomen, welche auf einer 
Punktmenge. gleichmiissig beschriinkt sind. Math. Zeitschrift. 26 (1927); 
!!24--344. 
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Az 1. §-ban TuR.AN (10) alatti eredmenyet es annak sz.igori
tasat talaljuk. Bebizonyitjuk, hogy van olyan 

zerus-sorozat, . hogy f (z) eE (M1) eseten bizor1;y~s - .1 < ( < 1 

pontban 

I f'(C) I> { e~en. (14) 

(14) nem javithatc'i. 
A 2. §-ban (10) es (11) altalanositasat targyaljuk. Legyen Ms 

tartomdny a SEWELL titeliben szereplo ellipszis. Ha f(z)e_E (M8), 

akkor van olyan CeM3, hogy 

If , ~ / (n .a 1 ~r-) . (() > max -
2
-, T y n · (15) 

A 3. §-ban megvizsgaljuk, hogy a 2. § mc'idszereivel mely 
tartomanyokra talalhatjuk meg TuRA.N problemajanak megoldasat. 

Vegiil a 4. §-ban az 1. § . tetelenek alkalmazasat talaljuk 
ERDOS P .AL egy problemajaval kapcsolatpan. Legyen f(z) eE (M1) 

es legyen f(z) ket gyoke kozt alulr61 nezve mindern'itt konvex 
(vagy konkav), es ez a ket gyok a es (J. Akkor 

hol ERDOS es TURAN bizonyitdsa szm·int 

Cn < 16, 

mig az itt taldlt pontos ertik szerint 

lim Cn = y2. 
n=oo 

1. §. 

(16) 

(17) 

(18) 

a) TuR.A'N PA.L bebizonyitotta a kovetkezo tetelt: Ha az 
n-edfoku f (z) polinom 6sszes gy6kei ci ( -1, 1) szdmk6zben fek
szenek es ennek az intervallumnak valamely a pontjdban 

I f(a) 1 = 1, (19) 
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akkor van olyan -1 < C < 1 pont, ahol 

· I f'(t:! I > _!_ yn. 
' - 6 

Legyenek 1:1· i. ·az f(z) polinom gyokei Z1, Z2, .• . , Zn, es 

-1 < Z1 < Z2 < ... <Zn< 1. 

' (20). 

(21) 

Val6s z ertekek mellett feltehetjiik, hogy f(z) es derivaltjai 

val6sak. 
Legyen el6sz6r a< z1' vagy a> Zn, azaz legyen a-zi el6· 

jele minden i-re ugyanaz. Akkor 
n n n 

lf'(a)I . lf(a)i. \~--1 \=~I 1 I>~!= 
i=l a-Zi i=l a-Zi i=t "" 

Legyen masodszor . 

_ !!__ rn 
- 2 >-6-· 

(22) 

(23) 

A (zi, Zi+1) szamkozben legyen I f(z) I maximumanak helye a, 
I 

akkor I / (a) I > 1, s igy vele osztva a differencialhanyados 
abszolut erteke mindeniitt kisebbedik. Feltehetjiik tehat, hogy 

a (zi, Zi+t) szamkozben 
I f(z) I < i. 

Felt;._hetjiik azt is, hogy ~z (a- ;n, a) sza~kozben 
2 

l f(z)i > 3' 

kiilonben ez intervallum egy (J pontjaban 

1-_! 
lf'((J)I-= lf(a)-f(z)I> 3 = 

6
1 ~ rr;,. 

la-zl = 2 v 
rn 

(24) 

(25) 

(26) 

(23) es (25) alapjan l;tjuk, ho~y zi < a - :n < a < zi+t· 
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Feltehetjiik, hogy az (a- :n, a) szamkoz C pontjaban 

lf"(C) I < 112 n, (27) 

kiilonben If" (z) I e kozben alland6 el6jelU, a maximumhely, 

tehat 
f'(a) = 0 (28) 

es 

J f'(a - ;;J J =I j f"(z)dz I = f lt"(z) I dz> 
... a- ,rn a-~ (29) 

. Ismeretes, hogy 

1 2 · 1 . r 
~ 12 ·.n· fn = 6 v n . 

n 
f'(z) _ "'1_1_. 
f (z) - r=r Z - Zi 

Ezt z szerint differencialjuk a z = C helyen, ahol -C-t (27) .. 

definialja: 

(30) 

(30)-b61 (25), (24) es (~7) alapjan: 

, 2 ( 2 )
2 

n n n f (C) > 3 . 4 - 1 12 = 36' 

I f'(C; ( > ! ·. (31) 

Hasonl6an kimutathatjuk, hogy van olyan g, < r; <a+ ,,;-
. 1 - v n 

pant, melyre I f'('fJ) I > 6 Y n. 

TuRA.N bizonyitasat befejeztiik. Eredmenyet a 4. §-ban a 
kovetkez6 fogalmazasban hasznaljuk fel : Essenek az n-edfoku 
f(z). polinom gyokei a (-1, + 1) ~ szcimk6zbe es legyen f'(a)=O. 

Akkor va,nnak olyan C es r; pontok, hogy 
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2 2 
a- Vn < C<a<r;<a+ Vn; 

If (O I > ! Vn · I f(a) I es I f'(?J) I > ! Vn · I f(a) I· 
b) TuRAN tetele nagysagrendileg pontos, de a kovetkez6kep 

javithat6: 

I. tetel. Essenek az n-edfoku f(z) polinom gy6kei a (-1, + 1) 

szamkozbe es legyen egy -1 < a < + 1 pontban I f(a) I = 1 . 
. Akkor letezik olyan -1 < ( < + 1 pant, hogy 

n = .2, 3 eseten: 

I f'(C) I> ; , (32 a) 

pdros n > 4 eseten (n = 4, 6, 8, ... ) : 

pdratlan n > 5 eseten (n = 5, 7, 9, ... ) : 

lf'(Cl l > n2 (1- Vn+i)n;3(1+ 1 )n-;1= 
- (n-1)f n+1 n-1 fn+1 

={; +o(~)- (32c) 

TetelUnk nem javithat6. 
Bizonyitas. Keressiik azt a polinomot, mely a tetel feltetelei

nek megfelel es differencialhanyadosanak maximuma a (-1, + 1) 
szamkozben a lehet6 legkisebb. Legyen egy tetsz6leges n-edfoku 
polinom, mely a telteteleknek megfelel, f(z). Legyen 

Keressiik 
hn = minHn 

f 

·(33) 

(34) 

erteket. Teteliinket nyilvan igazoltuk, ha bebizonyitjuk, ~ogy 

hn a (32 a, b, c) alatt adott ertekekkel egyenl6. 
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Vizsgaljuk meg, hogy Hn minek a fiiggvenye ! Az altalanos

sag megszoritasa nelkiil feltehetjiik, hogy 

f(a) = 1. 

Legyenek f (z) = 0 egyenlet gyokci z1, z2, . •• , Zn. ahol 

-1 < Z1 < Z2 < · · · < Zn < + 1. 

A .polinom alakja tehat 

f(z) = (z-z1)(z-zi) ... (z-zn) . 
(a-z1) (a-z2) ••• (a-;- Zn) 

Keressiik tehat 

hn = mln Hn(a; Z1, z2.'' .. , Zn) 

(35) 

(36} 

(37} 

erteket, hol Hn-t (33) hatarozza meg. A minimum letezese 

WEIERSTRASS teteleb61 kovetkezik. 
I 

Eloszor be fogjuk bizonyitani, hogy Hn kisebbitheto, kiveve 

azokat az eseteket, mikor mindegyik gyok abszolUt erteke 1, 
azaz a hn minimumot -szolgaltat6 polinom eseten 

I Zi I = ·1 · (i = 1, 2,. .. , n). (38) 

Azutan a megmaradt veges szamu polinom koziil kivaJ.aszt-

juk azt, amelyik a minimumot szolgaltatja. _ 

Feltehetjiik, hogy / f(a) / az / f(z) I maximuma a (-1, 1) szam

kozben, kiil6nben ezzel osztva Hn erteke kisebbedik. TuRAN 

bizonyitasahoz hasonl6an kiilonvalasztj~k az. I a I = 1 es I a I =f: 1 
esetet. 

n 
Legyen eloszor I a I = 1. Ekkor (22) alapjan I f'(a) I > T · 

Viszont az ( 
1 ~ z r polinom a felteteleket kielegiti es erre "'Hrc 

erteke ~ · Ezt az esetet tehat kepviselheti a fenti ·polinom, 

mely (38)-nak is megfelel. 

Azzal az esettel .kell tehat foglalkoznunk, amikor letezik olyan 

i > 2, melyre 
Zi-1 <a< Zi· 

Az I f(a) I abszolut maximum ilyenkor helyi maximum is, tebat 

f'(a) = 0. (39} 

Matematikai es Fizikai Lapok. XLV1. 5 
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TuR.AN tetelenek a bizo_nyitasanal lattuk, hogy I f'(z) I az a 
hely ki:irnyezeteben nagy erteket vesz fel, mig az a helyen (39) 
szerint erteke zerus. Tehat a-t61 jobbra es balra I f'(z) I a 
{-1, 1) intervallumban bizonyos maximumig ni:ivekszik. Legyen 
a-t6l pl. balra C ennek a maximumnak a helye (-1 < C < 1). 

Valtoztassuk meg az f(z) polinomot fi(z)-re ugy, hogy vala
melyik bels6 zk gyi:ik helyett z'k-t, a helyett a'-t irunk es 
f 1(a')-vel osztunk. Itt a' az lf1(z)I maximumanak helye a (Zi-1, zi) 

szamki:izben, s ezaltal egyertelmuen meg van hatarozva. U. i. 
(39) fennall: f{~(a') = ·0 s RoLLE tetelevel egyszeruen belathat
juk, hogy ha a polinom 'gyi:ikei val6sak, barmely ket gyi:ike ki:izt 
a differencialhanyados egyszer es csak egysier tlinik el. Legyen 
I f; (z) 1-nek az a' helyt61 balra es6 els6 maxirnuma a ( -1, 1) 
ki:izben Ir:((') 1. Be fogjuk bizonyitani, hogy, amennyiben egy
altalan van f(z)-nek bels6 gyi:ike, letezik olyan k, melyre 

azaz, ha zk az ci helyt6l tavolodik. Tegyiik fel egy pillanatra, 
hogy (40) mar igazolva van. Tavolitsuk el az a helytol balra 
·es jobbra a leheto legmesszebb az i:isszes gyi:iki:iket, azaz vigyiik 
a -1 es + 1 pontokba, mialtal az f m(z) polinomot kapjuk. Ez a 
{38) alatti tulajdonsaggal es a tetel felteteleivel rendelkezik es 
{40) alapjan 

I t:n(ccm>) I < I f'(ci I. (41) 

'I f :n( c<m>) I pedig If :n(z) I maximuma a ( -1, acm>) szamkozben, 
amit ki:innyu belatni. Ha a _balra sz6 helyett jobbra sz6t irunk, 
a fenti gondolatmenet ervenyben marad, ismet f m(Z) polinom
hoz jutunk; de most az (aCm>, 1) szamki:iz fog szerepelni. · fgy 
j f :n(z) I maximuma a (-1, 1) szamki:izben kisebb lf'(z) I maxi
mum.anal, (40)-nel tehat (38)-at is igazoljuk. (40)-et pedig be
bizonyitottuk, ha megmutatjuk, hogy amennyiben van 1els6 
gyi:ik, akkor van ki:iztiik olyan, melyte 

·di f'(C)/ { > O 
dzk <0 

ha Zk <a 
ha zk >a 

(42) 
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egyenlotlenseg ervenyes. E celb61 kiszamitjuk ,a d 11~w I erteket, 

mely letezik, mert {-'(() =l= 0. Ha a polino:m zk gyoket megval
toztatom, az a es a C: pont helye is valt9zik, tehat 

dlf'(OI .= 81{'.(C>I + alf'(O I .~+ af'(C>. dC:. (43) 
dzk azk aa dzk ac dzk 

A ket utols6 tagr61 kimutatjuk, hogy zerus . . dda veges er.tek, 
· Zk 

mert a polinom gyokevel derivaltjanak a gyoke differencialhat~an 
valtozik. Tov.abba 

n 

f'(C) ~ (C-z1)(C-z2). ·.((-Zn) "1_1 _' (44) 
(a-z1)(a-z!i!) ... (a-zn) 4J C-zi 

i=1 
es igy 

J a. 1 ~dOI J =I f'(Cl · lf'(a) I = o 

a (38) egyenlet felhasznalasaval. 

Ha - .1<C<1, I f'((j I helyi maximum, tehat 

f"(C) = O. 
dC 

- a f entiekhez hasonl6an letezik es 
:dzk 

I a I f'(C) I / = I f"(C) I = o. 
ac . 

(45) 

(46) 

(47) 

Ha IC I = 1, akkor dC = 0 f"(z) gyokeinek azonos elrendez6-
dese folytan, amit konnyu igazolni. Ha pedig dC = 0, akkor 
(43)-ban az utols6 tag nem szerepel. · · 

Hatra van 
8 I f'(C) I kiszamitasa. Tekintve, hogy . . f'(() =l= O 
· 8zk 

eseten 
1 · a I f'(C) I _ 1 8f'.(C) . 

lf'WI · azk - f'(~) · azk . ' 
tehat 

d lf'.(C) I _ a I f'(C) I _ ' . 
dzk - 8zk -

[ 
1 ' 1 f'(() l 

=I f'(C)I a-zk -=--· c-zk t ((-Zk) 2f'(()J . (48) 

5* 
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Ezeknek a szamitasoknak a birtokaban (42)-t roviden igazol
hatjuk. L_egyen 

1 1 f(() 
h(zk) = a:=-z-;; - c-zk + ((;-z,,)2f'(() (49) 

Errol kell kimutatnunk, hogy megfelelO elOjeh'i. Legyen zk <a. 

Ha a (49) alatt.i kifeje;i;est zk fliggvenyekent fogjuk fel, lat-
1 

juk, hogy a zk =a helyen elojelet valt, mert ott az tag 
. a-~ 

dominal. Kerdes, hogy hol valt meg h(zk) elojelet? Ravid at-
alakitassal 

(50) 

Innen latjuk, hogy h (zk) az a helyen kiviil csak egy pontban, 
az x 0-sal jelzett pontban valtoztat elOjelet. Ha Xo >a, h(zk) 

nem valtoztat el6jelet a (-1, a) kozben, teh3t mindeniitt pozitiv, 
mert. a.z a pont kozeleben az intervallum szelen pozitiv. Ilyen
kor az osszes Zi <a gyo'kre igaz (40). Ha pedig x 0 < a, akkor 
minden az (Xo, a) intervallumba eso gyok megfelel (40)-nek. 
Az osszes tobbi gyokre htz~) < 0. Ha tehat az (Xo, a) kozbe nem 
esne gyoke f(z)-nek, akkor minden k-ra h (zk) < 0 lenne, tehat 

n n 

. "" ~ ( 1 1 {(() 1 ) 
O < .::,_; h(zk) = .::,_; a-zk - (-.zk + {'((). ((-zk) 2 = 

k=1 k=l 

{'(a) f'(C) f (() f'(C)2-f(t;)f"(C) 
= f (a) - f (CJ+ {'((). {(<:) 2 = O, 

ha /<:I "1= 1, (39) e~ (43) ~lapjan. Ez ellenmondas. I C' I =j= 1 eseten 
tehat van olyan gyok, mely a-mil kisebb es (40)-nek megfeleI. 
Ha I Cl= 1, lineiiris helyettesitessel el~rhetjiik, hogy z1 = - 1, 
Zn = + 1 legyen, s · kozben a differencialhanyados kisebbedik: 
Feltehetjiik tehat, hogy ilyenkor f(() = 0, ".iszont {'(() =j= 0, tehat 
azt kell igazolnunk, hogy a > Zk - eseten : 

1 1 . . 
--- - _-,.-~·-;>-O,
a-z1c · <r.-zk 
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ami ( = - 1 < z1c eseten evidens, C = + 1 eseten konnyen iga
zolhat6, mert a-z1c < 1-z1c. 

z1c> a eseten.a bizonyitas analog. llyenkor azt k_ell igazolnunk, 
hogy van olyan 1 > z1c > a, melyre h (z1c) < 0. 

(4 0)-et es vele (38)-at teMt igazoltuk. Azok a polinomok 
tehat, amelyek hn erteket szolgaltathatjak, (38), (37) es (39) 
alapjan: 

. nn 
f1c(z)= P,nk''(n-k)n-Tc (1-z)k(1+zr-1c. (51) 

(/c=O, 1, 2, ... , n) 

-

Az f 1c(z) es f n-1c(z} polinomok egyrnas -tiikorkepei, elegseges, 

tehat a k ~ ~ esetekkel foglalkoznunk. Jel6ljiik az (51)-bOl (33) 

alapjan ad6d6 erteket Hn(k)-val, akkor Hn(O) = ~, s Hn(1) > 

> ; , tehat ii= 2, 3 eseten . hn = ~ , ami eppen (32 a). 

k>2 eseten lfk(z)I ket maxirnumot vesz fel a (-1, 1) szam

kozben, jel6Jji:ik ezeket H~(k) es H~(k)-val. De H~(k) =H~(n-k) es 

H~(k) = 

= 1- n-iC 1+ . n
2 ( v--1 )k-1( v k )n-k-1 

. ~f(n-1)k(n-lc) . _ · k(n-1) (n--:k)(n-1) 

Paros n eseten eljarasunk a k6vetk.ez6: nyilvan 

Hn(lc) > f H~(k)H~(k) = 

n .... r nn 1 ( 1 )/c- 1( . 1 . )n-lc-:1 
= 2 V (n-1r-1 · k(n-k) 

1- k 1- n-k · . 
De 

1 4 
--->-
k(n-k) = n 2

' 

es ha vizsgaljuk a g(k)=(1- !r-1
(1- n~Jn-lc-lfiiggvenyt 

a ( 2, ~) intervallumban, ott g'(k) < 0, tehat 

'. l • ( 
1 )/c-1( 1 )n-lc-1 ( 2 )n-2 1-- . 1--- > 1--. le n-k = · n 
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Vagyis . 

... r nn(n-2r-2 . n ( 1 )~ 
· Hn(k) > y-(n ___ 1_r __ --,-1n-n--"""2- = y n-1 l- n-1 2 = 

= Hn(~ )· -

(32 b) tehat be van biz?nyitva, ha n > 4 eseten 

Hn(O) > Hn(; ), 

vagyis ha 

.!?'._ > __ n __ (1- _1_)·n;;2, 
2 = tin 1 n-1 

ami igaz. 

. 
'. 

(32 c) igazolasa hasonl6an, de j6val bonyolultabb szamitas alap-

jan ti:irtenhet. Be i€lhet bizonyit~ni, hogy d~i(k) :< 0, .ha k > 2, 

~ h H'(n-l) H"(n-i) Ek. l' "k' 1::s . ogy. ~ - 2- > n - 2- · ze igazo asa . nem szu se-

g~s, igy az I. tetel bizonyitasat befejeztuk. 

2. §. 

. a) Tekintsiik_ a komplex szamsik azoi;i ellipsziset, melynek ·
nagytei:igelye a ( -1, + 1), kistengelye a ( - ai, ai) intervallum 
(0 < a < 1). Legyen . ezen ellipszis bels6 es hatarpontjainak 
osszessege: 8 es keriiletenek egy pontja Zo· Akkor ervenyes a 
kovetkez6 
, n.· tE~tel. Ha ((z) n-edfol~u polinom gy6kei 8 zdrt tarto
mdnyba esnek, akkor 

if'(zo)I> 
2

.y n.a . if(zo)I> n~a lf(z0)1'. (52) 
- 1+a2-lzol2 - - .l:> 

A bizonyitasban az altalanossag megszoritasa nelkiil feltehet
jjik, hogy 

Ket bizonyitast is adunk . . 
Vizsgaljuk a 

- ·(1+a · 1-a 1) · · z(C= e"f - 2- C.+-2-·~ (53) 
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fiiggvenyt. Ez a I Cl = 1 egysegkort 8 keriiletere kepezi le 
es ott 

1 ~~ 1=v1+a2 _,z 1
2

, (54) 

amiket egyszeru szamitassal igazolhatunk. :A g(() = f(z(C)) fiigg
venyt fogjuk az egysegkoron vizsgalni. (52) es (54) alapjan azt 
kell bebizonyitanunk, hogy 

/ g'((o) I > n~a ' .., 

hol (0 az egysegkoron a z0-nak megfelelo pont. (53)-ban valasz

szuk meg qi-t ugy, hogy (0 = 1 legyen. (53) alapjan 

C-ii C-1 
g(C) =en+ .. ·+ - ,-+ co+ C1(+· .. +cncn, 

tehat g (CJ r;n egy 2 n-edfoku polinom. Gyokei paronkent ad6d-

nak a 
. ('1+a 1-a 1) 

z1c= eicp -2-C+-2-·c (55) 
(/c=1, 2,. . ., n) 

masodfoku egyenletb61, hol Z1c az f(z) = 0 egyenlet gyoke .. 

Jeloljiik f(C) = o gyokeit paronkent Ch: es r;;:-val, akkor 

tehat 

!".'!"" 1-a 
'"1c"'1c= 1+a' 

n . 

• (g(()(n)~=l = g'(1) + n = ~ c ~,., + 1~1",,) = 
lc=1 ~1c 'olc 

vagyis 
n 

I g'(1) />a.~ R ( 
1 

~. ) >a. n
2

, 7 

- .:;;;.,; ' -e upzi -
lc=1 c 

mert . .Z1ce8, es igy I Z1c I < 1, R ( 1 
1

. ) > ! . 
- -e-icpz1c - :;:; 

7 R (z) jelenti z val6s reszet. 
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Ezzel a II. tetel igazolasat befejeztuk. a= 1, vagyis kor 
eseten TuR.AN (10) alatti eredmenye kovetkezik teteliinkb6I. 
TuR.AN bizonyitasa inkabb a kovetkez6 ·masodik bizonyitashoz 
hasonlit. 

b) f (z0) = 1 eseten : . 
I 

I
f" ),, . j{l 1 I n.a 1 

\Zo =· ff!:t Zo-Zk > -2-· .tf1+a2- lzc, l2' 

ha megfelel6en valasztott <p mellett k = 1, 2, ... , n-re: 

( 
eicp ) Ct 1 R >-· . , 

Zo-Zk . =2 tf1+a2- lzo l2 
(57) 

Legyen <p a z0 pontban 8-hez huzott normalis. es a val6s tengely 
pozitiv iranya a.Ital bezart szog. Ez esetben (57) baloldala nem 
negativ, tehat kisebbedik, ha z1c a Zk-zo vektor iranyaban 
mozog, elegseges tehat arra az esetre szoritkoznunk, arpikor 
Zk az 8 keriiletere esik. Igy feltehetjiik, hogy 

Z0 = cos a + ia sin a, Zk = cos (3 + ia sin (3. . (58) 

A~ ellipszis parameteres el6allitasab61 viszont kovetkezik, hogy 
a Z0 pontban huzott normalis iranytangense : 

tga 
tg<p =-a· 

t ( 
a+ib ) ac+bd . . . 

gy R c+ iq = c2+d2 alapJan (58) es (59)-cel: • 

(59) 

R ( ei<P ) = cos <p(cos a - cos fl)+ a sin <p (sin a - sin fl) _ 
z 0-ZJc (cos a - cos fl) 2 + a 2 (sin a~ sin fl)2 

cos <p > cos <p 

( 
a+fl) =2cosa 2 cos a .a2 +(1-a2

) sin2-
2
-

\Tiszont (59) alapjan :cos <p = ti a , tehat 
a2+tg2a 

R ( eicp ) a a 
Zo-ZJc > .2f a 2 cos2a.+ sin2a = .2tf1+ci2 - lz0 ! 2' 

s ez eppen (57). -
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s ez nagysagrendileg szinten pontos. Ezt tartalmazza a III. tetel: 
III.. tetel. Ha f (z) n-edfoku poUnoni gyokei 8 belsejebe 

esnek es 8 egy z0 pontfdban I f(z0) I = 1, akkor 8 kerilleten 
van egy olyan C pant, hogy 

If , I ( n.a 1 ~r::: ) n.a 1 ~ r-
(C') >max ~· T v n > - 4- + 14 v n; (60) 

viszont van olyan f 1(z) polinom, melyre a f'enti feltetelek tel
jesulnek es 8 pontjaira 

I f'(z) I < V 3 
(na + fn). (61) 

- (1 +a2)a 

ami a (60) alcilt adott ertek 42-szeresenel kisebb. 
(60) bizonyitasa az el6z6k alapjan tortenhet, .felhasznalva azt, 

hogy regularis fiiggveny a komplex tartomany szelen veszi fel 
abszoJ ut ertekenek maximumat. Z0-r6l tehat feltehetjiik, hogy 
8 keriiletere esik. 

(61) igazolasanal fa elegseges I f'(z) I -et 8 keriileten vizs
galni. Legyen el6sz6r n=2m paros es m > 2. Ha n=2, 3, akkor 

( 
1 ~ z ris megfelel. Legyen 

(1-z2)m 
f i(z) = (1 +a2r ' 

mely a felteteleket kielegiti. 8 keriileten 

(62) 

lf:(z) I< 1~aa2 + {; 1~2 < 1~aa2 + 1 ~:2, (63) 

ami (61)-nel tobbet mond ki. 
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Paratlan n :- 2m+ 1 eseten pedig legyen 

. (64) 

llyenkor 
3• 

l f~(z) I< tf .A (na+f~. • (1+a2)S t•j 

3. §. 

Megvizsgaljuk TuRAN problemajaval kapcsolatban azt a_ ker
dest, hogy a 2. § b)-ben hasznalt I116dszert milyen M tartoma
nyokra ·alkalmazhatjuk. 

Vizsgaljuk meg e celb6l, hogy mi a 2. § b )-nek a gondolat
meriete. Legyen adva valamely tetsz6leges zart M tartomany 
es egy n-edfoku f(z) polinom, melynek gyokei az M tarto
manyba esnek es ennek bizonyos z0 keriileti pontjaban legyen 

If (z0) I = 1. Akkor 

1 
Az---

Zi-Zo 
komplex szamokat vektoroknak is tekinthetjuk. 

A 2. § . . b) leglenyegesebb gondolata, hogy van egy olyan irany, 
hogy a fenti vektoroknak ebbe az iranyba eso vetiiletei egy
iranyuak es egy c1 pozitiv alland6nal nagyobbak. Ha, ezt iga
zoljuk, bebizonyitottuk, hogy 

(65) 

hol c1 > 0 csak az M tartomanyt61 fiigg. 
Ahhoz, hogy a fenti ertelmu irany M minden keriileti pontja

ban letezzek, sziikseges, hogy NI konvex tartomany vagy konvex 
gorbe legyen: Ez az irany a z0 pontban huzott normalis vagy 
csucs eseten barmely a csucson es a tartomanyon athalad6 
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egyenes. Ha ezzel az irannyal z0 -z az a szi:iget zarja be, 

· 1 t''lt cosa I7 "kth't k 1 · k - -- ve u e e I I · ~eressu e a z0 erii eh ponto ra z-z0 Z-Z0 

. cos a 
mm I I =c!P. 

zo , z•M Z-Zo 

erteket. Azt kell igazolnunk, hogy c2 > 0. Konvex tartoma
nyokra c!l! > 0. A c2 = 0 esetben cos a = 0, azaz z a z0 pontban 
Mzott erinto egy pontja. Tegyiik fel, ho'gy M hatarvonala sehol 
sem egyenes, akkor cos a = 0 eseten z ~ z0 az . M hatar
gi:irbej en. Ha (! a z0 pontbeli gi:ir_biileti ki:ir sugara, (! ertelme-

zese alapja~ I Zo-z I -. f!, tehat I cos a I -. _!__ • Ha tehat M 
7r Z0 -z (! 
2-a 

konvex tartomany hatargi:irbejen a cs~1csokt6l eltekintve a gi:ir
biileti sugar letezik es korlatos, ervenyes ra (65). 

A fent1 felteteleket szukithetjuk. ';L'egyiik fel, hogy M konvex 
tartomanyra (65) riem ervenyes, azaz van·- E(M)-nek n-edfoku 
polinomja, melyre zeM ei:ieten 

I f'(z)I < c.n, 

hol c > 0 tetszoleges, n > N(c). 
· Tegyiik fel, hogy M tartomanyban I f (z) I ma.Ximumat a z0 

pont~an veszi fel. Ha z0 pontban a gi:irbiileti sugar letezik, es 
veges, vagy a Z0 pont olyan CSUCS, hogy az erintok hajlas
szi:igenek kiili:inbsege 7t'-nel kisebb, akk:or az elozok szerint van 
olyan n-tol fiiggetlen . c' szam, hogy 

I f'(zo) J > c' .n. 

Legyen Zo pontban M . hatara egyenes es 

n 
f(z) =a II (z-zi), 

i=l 

akkor I f(z0) I maximum volta miatt zeM-re : 

(66) 
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Az M tartomanyr61 feltetelezziik, hogy van olyan z pontja, 

melyre I z - z0 I > 1, viszont minden z pontjara I z-z0 I < 1 + 
+ a1, hol a1 > O-r61 kesobb diszponalunk. Ezt az altalanossag 
megszoritasa nelki.il feltehetjuk, mert ha egy tartomanyra (65) 

ervenyes, akkor ez megfeleloen valtoztatott c-vel a hozza hason-
16kra is . igaz, amit linearis transzformaci6val igazolhatunk. 

Legyen a nagyobb, mint ·a z0 pontban M-et hatarol6 egyenes
darab hossza. Ha (65) M-re nem ervenyes, . akkor legalabb 

: gyi:ik a ] z0 - z I < a ki:ir belsej ebe esik, kiili:inben n ( 1- ; ) 

gy6kre a fentebb targyait I cos a I > c" es igy '2. 
z- zo 

a'J, > 1 ertekrol is kesobb hatarozunk. 

Az : gyi:ikre I Zo - Zi I< a, a ti:ibbire I Za-Zi l < 1 +al, tehat 
2 

(67) 

Ismeretes CsEBISEv' 8 ki:ivetkezo tetele: , 
Legyen g (z) n-edfoM1, polinom, melyben zn egyutthat6ja 1. 

Akkor a fi'lggveny ·abszolut ertekinek max imuma a -1 < z < 1 

intervallumban legaldbb is 
2
!_1 , azaz 

max I g(z) I> 2L1 . 
-l~z~1 

Az egyenlOseg csak a CsEBISEV polinomra all fenn. 
A I z0 - z I = 1 ki:ir sugarai ki:izt van olyan, mely M-ben fek

szik, ennek tehat van olyan z0-t61 kiili:inbi:izo z pontja, hogy 

(68) 

s G. FABER: Uber '.['schebyscheffsche Polynome. Journal fiir die reine 
und angew. Math. 150 (1919); 79-106. 
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(66), (67) es (68) alapjan 

a;. (1+81);. <0.-1) >41-n, 
vagy w. a> =A. 

4d. (1 +81)'1.-1 (69) 

Ha a> 4-(t- ~ ), megvalaszthat6 hozza 81 > 0 es 82 > 1 

ugy, hogy a <A legyen. Ez (69)-cel ellenmondas. Tehat a 

fentieket 6sszefoglalva, mivel itt csak azt hasznaltuk fel, hogy 
van 1-nel . hosszabb koz a halmazban, ervenyes a k6vetkez6: 

IV. tetel. Legyen adva egy korldtos, zdrt JoRDAN-ivekkel 
hatdrolt konvex M ponthalmaz, mely 

vagy egy olyan gorbevel azonos, melynek gorbulete letezik 
es sehol sem zerus, 

vagy egy olyan tartomdnnyal, melynek hatdra sehol sem 
olyan egyenesdarab, melynek hossza az _ dtmero negyedresze 
lenne, vagy annal is hosszabb. 

Essenek az f (z) n-edf oku polinom gyokei M tartomdnyba es 
vegye f el ott If (z) I .rnaximumdt a z0 pontban. 

Akkor Utezik olyan c > O csupdn M-tol fuggo dlland6, hogy 

I f'(zo) I> c.n. I f(zo) I· 
Ezt az eredmenyt FABER 8 tetelevel tehetjiik pontosabba. Ha 

z = <f(x) az Ix I = r kort M hatargorbejebe viszi at, x = oc-t 
pedig nyujtas nelkiil a kezdopontba, elofordulhat olyan egyenes-

1 
darab, melynek hossza: a < - · 

r 

4. §. 

a) ERDOS PA.L a k6vetkez6 kerdest vizsgalta : 
Legyenek f(z) n-edfoku polinom gyokei Z1 , Z2 , •• • , Zn. es 

-1 < z1 < Z2 _:::;; : .. < Zn < 1. 

Legyen a polinom a (zi_1, zi) kozben minden.iitt alulr6l nezve 
konvex (konkav). Kerdes, hogy mit tudunk akkor a ket gyok 

tavolsagar61 kimondani. 
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ERDOS es tole fiiggetlentil TURAN kimutatta, hogy a fenti 

feltetelek mellett 

(70) 

Bizonyitasunk a ki:ivetkezo: Legyen f'(z) = 0 egyenletnek a 

(zi-1, zi) kozbe .eso gyi:ike a. Akkor TuRAN tetele szerint (1. § a.) 
' van olyan C pont, hogy 

(71) 

Viszont a konvexitas azt jelenti, hogy I f'(z) I monoton csi:ik

ken Zi-1 es a ki:izt, tehat ha Zi-1 < Z < C : 

lf'(z)"i > ! fn · lf(a)!. 
De 

c c 
I f(C)-f(zi-1) I= I f(C) I= I J f'(z)dz I= f I f'(z) I dz> 

Zi-1 Zi-1 

. 1 .,,-
> (C-Zi-1)· (fV n. l f(a)!, 

masreszt I f(C) I <I f(a) 1. tehat 

(71) es (72) alapjan' 
8 

a-Zi-1 < fn' 

hasonl6an z~-a < .:n, tehat 

(72) 

Q. e. d. 

b) Az elobbi tetel javithat6. Ebben az iranyban elert pontos 

eredmeny a kovetkezo : 
V. tetel. Az elozo feltet'e'{ek mellett 
a) paras n eseten 

2 
. (73 !l) 
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b) pdratlan n > 3 eseten 

2 
Zi-Zi-1 < ,,r - v 2n-3 

A tetel nem javithat6. 

f n 2 -2n. 
n-1 

(73 b) 

Bizonyitasunk el<'ltt egy segedtetel helyesseget mutatjuk ki:. 

Segedtetel. Legyenek f (z) = 0 n-edfoku egyenlet gyokei : 

z1 < z2 < · · · <Zn, f" (z) = 0 gyokei pedig X 1 < X 2 < · · · < Xn-2· 

Ezek nyilvan z1 , z2 , ••• zn fiiggvenyei, azaz 

(74) 

Kimutatjuk, hogy 

n-2 dx i (i = 1, 2, ... , n-2) --->-->0 n = dz1o = k = 1, 2,. .. , n 
(75) 

es 

(76) 

Bizonyitds. El6sz6r (75)-ot igazoljuk. Ha bebizonyitjuk, hogy 

(77) 

akkor (75) igaz, mert ·a polinomok egyiitthat6i es g·yokei kozt 

fennall6 osszefiigges alapjan 

honnan 
n 
~ dxi _ n -2 
~ dz1o --n-· 
i=l 

(78) 

(78) baloldal:in csupa nem-negativ tag all, teh:it barmelyik tag 
kisebb az osszegnel. 

(77) pedig azt mondja ki, hogy ha a polinom egyik gyoket 
megvaltoztatom, a m:isodik differe_nci:ilh:inyados· barmelyik gyoke 

szinten abba az iranyba mozdul el. Nyilvan eleg ezt azz~l a 
v:iltoztatassal igazolni, hogy a masodik differencialh:inyados 
helyett az els6t vessziik. Az els6 differencialh:inyados gyokeit 
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n 

a 2: -1
- = 0 egyenlet szolgaltatja. Ebben egy zi megvalto

i=l Z-Zi 

zik. De -
1 

- a Zi valtoz6t tekintve monoton n6vekv6 fi.iggveny, -
Z-Zi n . 

s ebb61 mar kovetkezik, hogy ~ - 1
- = 0 gyoke Zi elmozdu-

. i=l Z-Zi . 

lasanak iranyaba mozdul el. Termeszetes, hogy ez a gondolat-
- . - .~ 

.menet csak akkor ervenyes, ha minden gyok val6s. 
(76) igazolasa egyszeru szamitas alapjan tortenhet. 
Ezek utan atteri.'mk teteli.ink bizonyitasara. Keresni fogjuk 

azt az n-edfoku polinomot, mely a feltetelelmek megfelel es a 
lehet6 leghosszabb olyan (Zi-1, Zi) kozzel rendelkezik, hol a poli

- nom alulr61 nezve konvex, vagyis f"(z) > 0. 
El6sz6r azt bizonyitjuk be, hogy abba az intervallumba nem 

· eshet a poJinomnak gyoke, · ahol konvex alulr61 nezve. Legyen 
u. i. az intervallum (zi, zk), akkor azt allitjuk, hogy f"(z) > 0, 
ha Zi < z < Zk· Ha u. i. egy helyen f" m = 0, ott ketszeres 
gyok van legalabb. Viszont f (z) mind en gyoke val6s, tehat 
f'(z)-nek barmely ket gyoke koze esik f(z)-nek gyoke, k-szoros 
gyok helyen f(z)-nek k + 1-szeres gyoke van. lgy ha C az f"(z) 

legkisebb gyoke a (zi, Zk) koz belsejeben, f(C) = 0 lesz es 
f'(C) = 0. Dti f(zi) = f(C) = O miatt RoLLE tetelevel f'(z) eltunik 
a Zi < 7J < C helyen, f'('f)) = f'(C) = 0 miatt pedig f"(~)--: 0, hol 
r; < i < C. De ez ellenmondasban van azz.al, hogy f"(z)-nek 
nines gyoke a (zi, C) kozben. E miatt zi es zk koze nem esik 
f" (z)-nek es igy f (z)-nek sem gyoke, maguk a zi es zk helyek 
nem lehetnek tobbszoros gyokok, mert ki.il6nben ROLLE tetele 
alapjan f"(z)-nek is volna gyoke zi es zk kozott. i es k egym.as 
utan k6vetkez6 ket szarn, jel6lji.ik i-1, i-vel. 

Tegyi.ik fel, hogy f (z) alulr6l nezve komex a (Zi-1, zi) koz
ben es vizs.galjuk meg, hogy ez az intervallum mikor nagyit
hat6. Nyilvan, ha f(z) gyokeit ugy tudjuk valtoztatni, hogy 
zi-Zi-1 nagyobhodik es f"(z) =F 0, ha Zi-1< z < Zi. Kimutat
hatjuk el6sz6r, hogy fenti ertelmu valtozas letezik, kiveve azt 
az esetet, mikor minden gyok zi--,1, Zi kivetelevel a -1 es + 1 
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pontokba esik, tovabb:i f" (zi-1) · 0 (kiveve ha i = 2, mikor 
z1 = -1) es f"(zi) = 0 (kiveve, ha i = n , amikor Zn= 1). 

Legyen eloszi:ir i = 2. Linearis transzformaci6val elerhetjiik, 
hogy z1 = - 1, Zn = 1 legyen, s ki:izben (z1, z2) nem kisebbedik 

a konvexitas is megmarad, tehat z'2 < x 1 • Vigyiik az i:isszes 
gyi:iki:iket: z3, Z4 , .•• , Zn-t a + 1 pontba, (77) alapjan x 1 ni:ive
kedni fog, a konvexitas megmarad, z2 < x 1 lesz. Ezutan z2-t 

· addig ni:iveljiik, mig z2 = x 1 nem lesz, mialtal (z1, z2) nyilvan 
nagyobbodik. Polinomunk most mar meg~felel az el6z6 bekezdes
ben kitlizi:itt celnak. i = n eseten az eljaras analog. 

Ezutan tegyiik fel, hogy 3 < i < n - 1. Be fogjuk eloszi:ir 
bizonyitani, hogy a 

(79} 

esetet kiveve az intervallum ni:ivelhet6. Az intervallumba nem 
esik gyi:ik, s igy feltehetj iik RoLLE tetelenek segitsegevel, hogy 

Ha mindket oldalon az egyenl6tlenseg all fenn, akkor Zi-1-et 
kisebbithetjiik, mig valahol az egyenl6seg be nem ki:ivetkezik. 
Ha pedig pl. 

(80) 

akkor a zi+1 gyi:iki:it kisebbitjiik, ezaltal (77) miatt Xi-2 is kiseb
bedik, tehat az elobbi eset fog beki:ivetkezni es az intervallum 
ni:ivelheto. 

Tegyiik fel, hogy legalabb ket kiili:inbi:iz6 olyan hely van 
Zi-1 es zd kiveve ( -1, + 1) belsejeben, hol f( z) eltiinik. 
Akkor ezeknek a gyi:iki:iknek megfelel6 eltolasaval elerhetjiik, 
hogy (80) fennalljon, azaz a (Zi-1, Zi) ki:izt ni:ivelhetjuk. J eli:iljiik 
u. i. a es b-vel f(z) ket ilyen gyi:iket. Ezeket a gyi:iki:iket mind
ket iranyban mozgathatj uk. V egezziink az a gyi:ikkel c,.szer 
akkora elmozdulast, mint a b-vel, ·hol c-rol kesobb diszpona
lunk, akkor (76)-tal 

dxi~ _ _ 2f'(xi--2) { c + 1 } 
da - f"'(.'Ei-2) (xi-2-ar (xi-2-b)2 

dxi-1 = _ 2f'(xi-1) { c 1 l 
da f"'(xi-1) (Xi-1 - a)2

- + (Xi-1-:--- b)2 f 
Matematik~i es Fizikai Lapok. XI.VI. 6 



82 EROP JANOS. 

d.Ti-2 . dJ;i-1 
Nyilvan megvalaszthat6 c erteke ugy, hogy da es -a;,;:-

kiil6nbi:iz6 el6jell'1 legyen. U. i. ddxi-2 > 0 miatt - ~qxi-~ > 0, 
Z1o Xi-2 

. 2f'(xi-1) . ( (xi-1-ci)2 (xHi-a?) 
ugyamgy - f"'( . ) > 0. Igy ha c a - (-· --b)2' - -( -. - -b)2 

Xi-1 Xi-1 Xi- 'il 

szamki:izbe esik, a ket kifejezes ellenkez6 el6jelii. Ez az inter
vallum nem zerus hosszusagu. a-t megfelel6 iranyba mozgatva 
tehat (80) esetre jutnank. Azaz a (Zi-1> Zi) szamki:iz ni:ivelhet6 
lenne. 

Feltehetj iik tehat, hogy a polinom a ( -1, + 1) szamki:iz 
. belsejeben legfeljebb Mrom helyen tiinik el. Az altalanos
sag megszoritasa nelki.U feltehetjiik, hogy ezek a helyek: 

Zi-1 < zi < Zi+i· Ha i + 1 = n, ismet elerhetjiik a linearis 
transzformaci6 felhasznalasaval, hogy Zn = + 1 legyen, s ki:iz
ben (zi-1, zi) ni:ivekszik. Reszcelunkat tehat ekkor elertiik. 
i < n - 2 eseten pedig eljarasunk az el6bbihez analog. 

Tehat bebizonyitottuk, hogy feladatun~kal kapcsolatban eleg
seges azokat a polinomokat vizsgalni, melyek alakja: 

ahol 

ahol 

f'(z) = (z + 1) (z - a) (z-1)11- 2, 

f"(a) = 0; - 1 <a < 1, 

• f(z) = (z + 1)k~l~;,--;:.~?,(:=2f,)(z + 1)n-7o-1; l 
f"(a)=f"(b)=O; -1 <a<b<1. 

(81)-ben a konvex intervallum hossza: 

(82)-ben pedig 

2 
1+a=--

1
, 

n-

(b - a)2 = - 4-' -
2n-3 

4 (2k-n)2 

(n-1)2 (2n-3) 

(81) 

(82) 

Ut6hbi akkor a leprngyobb, ha (2k-n)2 a legkisebb. Innen a 
tetel mar egyszeriien kiolvashat6. 

Erod Janos. 



BIZONYOS POLINOMOK MAXIMUMANAK ALSO KORLATJAROL. 83 

OBER DIE UNTERE - GRENZE DES MAXIMUMS 
VON GEWISSEN POLYNOMEN. 

Sei f(z) ein Polynom vom Grade n, das alle Wurzeln in dem Gebiete 
M hat. Als Umkehrung bekannter Fragestellungen von A. MARKOFF, 1 

M. RIEsz, 3 SZEG6° stellte TuRAN das Problem auf: was konnen wir tiber 

max J f'(z) I 
min ::x If (z) I = hn (M) 

ZEM 

aussagen? 
Vorliegende Arbeit enthalt den Beweis folgender Satze. 
§ 1. Ist M 1 das Intervall (-1, 1 ), so ist 

§ 2. Ist M2 die Ellipse mit den Achsen (-J, 1); (- ai, ai), 
so gilt: 

§ 3. Ist M ein beliebiges konvexes Gebiet, dessen Grenze keine 
gerade Strecke enthalt, so ist 

hn(M) ~c.n, 

wo c eine positive Konstante bedeutet, die nur von NJ, nicht aber von 
n abhangt. 

§ 4. Sei f (z) ein Polynom vom Grade n, das alle Wurzeln in dem 
Intervall (-1, 1) hat. Ist f(z) zwischen den beiden Nullstellen a und 
b konvex, so gilt fiir gerades n: 

2 
I a- b I ;;i V2n-3 ' 

und fiir ungerades n : 
2 V n11-2n 

la-b I~ Y2n--3 n - 1 

Dieser Satz spricht die Verscharfung eines Resultates von ERoos und 
Tu!lAN aus. · 

Johann Erod. 

6* 


