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1 Kaarxow.

Dans la seconde partie du Mémoire! »Sur 'ordre de la meilleure approxzima-
tion des fonctions continues par des polynomes de degré donné» j’ai exposé une
méthode générale pour la recherche des polynomes d’approximation d’une fonction
continue quelconque. Cette méthode consiste essentiellement & introduire un
paramétre variable et & développer les polynomes d’approximation en séries de
TAYLOR par rapport & ce paramétre. J’ai appliqué, en particulier, cette méthode
4 la meilleure approximation de |x| dans lintervalle (—1, + 1); et quoique c’est
ainsi — il est peut-étre utile de le rappeller & ceux qui voudront aborder des
questions analogues — que je fus mis sur la voie de la solution compléte de ce pro-
bléme, je me suis bientdt apergu que, pour arriver plus rapidement au but, il est
avantageux d’abandonner la marche générale en se laissant guider par les par-
ticularités de la question.

En exposant & présent l'ensemble des résultats relatifs & la meilleure ap-
proximation de x| que j’ai obtenus jusqu’ici, et qui dépassent considérablement
ceux qui se trouvent dans le memoire mentionné, je pourrai done ne faire aucun
appel & la théorie générale, ce qui évitera au lecteur la nécessité de s’adresser
& ce Mémoire.

Mon étude actuelle se divise en deux parties: partie élémentaire et partie
transcendante. Dans la premiére partie, par des procédés entiérement algébri-
ques, on démontre que la meilleure approximation Es, de |x| dans Uintervalle
(— 1, + 1) par un polynome de degré 2n satisfait, quel que soit n > o, aux inégalités

! Mémoires publiés par 1’Académie Royale de Belgique. 1912.
Acta mathemetica. 37. Imprimé le 11 avril 1913, 1
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I >E > I . I .
2n+ 17 " 41+ Vz) 2n—1

Dans la seconde partie on cherche la valeur asymptotique de E;,. Le résultat
essentiel de cette recherche est que le produst 2n . Eap tend vers une limite five
A, lorsque n croit indéfiniment. La démonstration de ce théoréme, et le calcul
approché de A, qui, avec une erreur moindre que 0,004 S¢ trouve étre égale &
0,282 sortent naturellement du domaine de I’algébre.

Premiére Partie.

Etude algébrique de la meilleure approximation de |z| par des polynomes
de degré donné.

1. Définition. Nous dirons que le polynome
P(x)=onao + djxm 4 - 4 A,z (1)

est un polynome oscillateur, dans Dintervalle o 1, relatif & la suite d’exposants
non négatifs o, <e, < --- < a,, 8l atteint son module maximum en (n + 1) points
de I'intervalle. Le nombre n est l'ordre du polynome oscillateur. Nous pouvons
admettre ici, pour simplifier un peu, que les nombres o; sont des entiers.

2. Hramen de deux cas particuliers. Considérons deux cas, ou les polyno-
mes oscillateurs se déterminent sans difficultés.

1°r cas. a;=2i+ 1. Le polynome trigonométrique

Py, +1(z) = Lcos(2n + 1)arccosx =§[(x + Ve —pr+l 4 (x— Vet —1)2n+1] (2)

est manifestement un polynome oscillateur relatif & la suite d’exposants: 1, 3,---
zn + 1, car il atteint son module maximum L en (n + 1) points de Yintervalle

—_— .. cos n”
z2n+1’ 2n+ 1’
nomes ne présente pas de difficulté: il suffit de former ’équation différentielle

Le calcul explicite des coefficients de ces poly-

-0 I: I, COS

(1 —22) P (x) — 2P (2) + m2 P (x) =0, (3)
& laquelle satisfait
P,,(x) = L cos marccos z;
Pexpression (2) donne directement le coefficient 2m—1L de z™, et ensuite les coeffi-

cients se déterminent de proche en proche par la condition d’identifier I’équation
(3). On a ainsi
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L m(m —
P, (x) = L cos marccos z =7 2mE™ — g, 2m=2gm—2 | mm—3), gm—dgm—4

2!
(4) ,-m(m—-—l-—x)~--(m—zl+I)'2

bt (=) -

m 21 gm—21 + .- ]

2me cag.l o ==1.

Le polynome

Py, (V)= Lcos2narccos Va = ZZ;-[VE +Vae—1)2» + (Ve—Vaz—1)2n] =

L «
=; 22nxn_2n_22n-2xn—l+ vee +

+ (—1)

; 2n (zn—l—l)(zn—-ll'~2) o (en—2l + 1) j2n—21 gn—ip ]

sera ¢également un polynome oscillateur pour la suite d’exposants: o, 1, 2,---n,

T
I+ Ccos—
n

. . . . . T
puisqu’il atteint son module maximum L aux n + 1 points; cosﬁzﬁou— p

3. Théoréme de Descartes. Le nombre de racines positives de 1’équation
P(x)=Adya® + A;z% + -+ + Apxn=0

ne peut dépasser le nombre de variations de signe des coefficients. En par-
ticulier, 1’équation P(x)= o n’aura jamais plus de » racines positives; d’ailleurs
Péquation P(x) =o ne pourra avoir n racines positives que, lorsque ses coeffici-
ents seront de signes alternés.

4. Lemme. Les coefficients d’un polynome oscillateur sont de signes alternés;
les extrema successifs d’un polynome oscillateur sont de signes contraires.

En effet, soit d’abord «,=o0. Alors I'équation dérivée

P!(x)=a1Alwal—l + + anAnwﬂ”—l=o ’

devra avoir au moins n-—1 racines positives qui sont les valeurs de z & l'inté-
rieur du segment o 1, oil | P (x)| atteint son maximum absolu. De plus, P(z)=o
ne pouvant avoir d’autres racines positives, | P(z)| atteindra, en outre, son maxi-
mum absolu aux deux bords: o et 1, et il ne pourra exister d’extrema relatifs
entre deux extrema absolus; tous les (» + 1) extrema seront donc nécessairement
de signes contraires. Par conséquent, 'équation P(x)=o0 aura n racines positi-
ves; ses coefficients seront done de signes alternés.

* Je ne connais pas d'autres polynomes oscillateurs que ceux dont les exposants forment
une progression arithmétique. Il serait important de construire explicitement des polynomes
oscillateurs; pour lesquels la loi des exposants soit différente.
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Si @, >0, le polynome P(x) s’annule pour x=o0. Par conséquent, son mo-
dule maximum est atteint, cette fois, au moins en » points intérieurs au seg-
ment o 1 qui sont les racines de ’équation

Pl(2) = ¢y dgz%=1 + ¢, 4,29~ + - + agApz9n—l=0.

Les coefficients 4,, 4,, ---, A, sont donc de signes alternés; de plus, ’équa-
tion P'(x)=o n’ayant d’autres racines positifs, les extrema successifs de P(x)
sont également de signes alternés. c.q.f.d.

5. Théoréme. Si P(x)= 2 A;x% est un polynome oscillateur et Q(z)=
im0
= 2 B;x®i est un autre polynome contenant les mémes puissances de x dans lequel
=0

un des coefficients B;, = A;, (en supposant «; > 0), le mazimum de | Q(x)| est su-
périeur au maximum de | P(x)| dans Uintervalle o 1.

En effet, si le module de @(x) ne devenait pas supérieur au module maxi-
mum de P(z), on aurait, aux (n + 1) points successifs xz(k=o0,1,---n), ot le

maximum de | P(z)]| est atteint,

(— 1)k [P(2x) — Q)] > 0

(ou bien une inégalité inverse en tous les (n + 1) points).
Par conséquent, 1'équation

P(z) —Q(z) =o

aurait au moins » racines positives; mais, puisqu’elle ne contient que n termes
(& cause de B;,= 4;,), ceci est imposible. Le théoréme est donc démontré.
j=n
Réciproque. Si le module maximum de P(z)= 2 A;x% est inférieur au mo-
i=0
t=n
dule maximum dun polynome quelconque Q(x)= Z Bz contenant les mémes
i=0
puissances de x et tel que B, = A;, le polynome P(x) est un polynome oscillateur.
En effet, admettons que P(x) n’est pas un polynome oscillateur; de sorte
que le nombre % de points xx, ou son module maximum L est atteint, est infé-
rieur & n + 1. Dans ces conditions, on pourra construire un polynome R (x)=
=Cox% + - + Ch12% =1 + Cj112%*1 + .- 4+ Cpz°n tel que R(xx) = P(xx), car,
aucun des x; ne pouvant étre nul, si a, >0, le déterminant
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4= """ = Dl)xlao + o+ Djg—1%,% " Djp g1 2, % 1t + Dy 2%

est différent de zéro, en vertu du théoréme de DEsCARTES. Entourons ensuite
les points z; de petits intervalles, ol R(z) et P(x) conservent leurs signes, et
remarquons qu’en dehors de ces intervalles | P(z)| < L —z¢, ¢ étant un nombre
positif déterminé. Par conséquent, le polynome

H(z)= P () —AR(x) = (A, — AC)x% + - + A;x% + -+ + (Ap— ALCp)zn

aurait son module maximum inférieur & celui de P(x), si 'on prenait le nombre
positif 4 assez petit pour avoir sur tout le segment o 1

AR(z)|<e.

Il est donc nécessaire que le polynome P(z) soit un polynome oscillateur.
6. Corollaires. a. Un polynome quelconque

Plx)=A,+ Az + A2 + --- 4+ A a7

de degré n me peut dans Uintervalle o 1 rester inférieur en valeur absolue au plus
grand des mombres

An—l.l!
222=8 pap—Ii—1)zn—1—2)...(2n—20l+1)|

14y, ...,

n—-l
n. 22n—2 22n—l

Réciproguement, st L est le module maximum de P(z) dans Uintervalle o 1, on
a nécessairement

2n—21 —l— —l—2)... —2l+
IAn—zléz n(zn 1)(2nl! 2) (2n—2 I)L. (5)

Cela résulte de l'application du théoréme précédent au cas, o o; =14, pour
lequel nous avons construit au § 2 le polynome oscillateur

Pg,, (Vx) = L cos zn arccos Vz .

Remarque. On voit pourtant que laffirmation relative & 4,, évidente par le
fait que P(0) =4,, n’est pas une conséquence du théoréme précédent.
b. Un polynome de la forme?!

Pxy=Adx + 4,28+ --- + A x2n+1

! Voir aussi le mémoire de W. Markow »Sur les fonctions qui s’écartent le moins de
zéro», (en russe) publié par 1'Université de St. Pétersbourg, 1892,
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ne peut rester dans Uintervalle o 1 tnférieur en valeur absolue au plus grand des
nombres

A, ;.1
22* =2 (2n + 1)(2n—20)...(2n—1)

A

22n

3o ey

2n+1

4,
sy

et réciproqguement, si L est le module maximum de P(z), on a nécessairement | A,|<
(zn + 1)L, elc.

Cela résulte également de la considération du polynome oscillateur relatif &
la suite d’exposants 1, 3,...,2%n + I.

7. Théoréme. Il existe dans Vintervalle o 1 un polynome oscillateur et un
seul relatif @ une suite d’exposants donnée et ayant un de ses coefficients arbitraire-
ment donné.

En effet, il suffira de démontrer que parmis les polynomes de la forme

Q(z) = Boz® + -+ + Big_ 121+ Agz% + Bigy12%+1+ - + Byaon,

ou les exposants o sont donnés ainsi que le coefficient 4;,, il en existe un dont le
module maximum est le plus petit possible dans l'intervalle o 1. Or le module maxi-
mum de chaque polynome Q(x) est une fonction continue de ses coefficients B. La
limite inférieure de ce maximum qui n’est pas nulle, en vertu du corollaire (6, a),
ne dépasse pas certainement | 4;,|; par conséquent, en vertu du méme corollaire,
on ne considérera que les coefficients B; satisfaisant aux inégalités

2¢5¢p,, . i— 1) (an + 0ts—2) ... (20; + 1)
B‘ <2 20y (an+a¢ I n £1 '3 .
| '|= (a”___a‘,)! |A'0|’

les valeurs des variables B; formant des ensembles fermés, il existera certaine-
ment au moins un systéme de valeurs des B; qui réalisera le minimum.

En vertu du théordme (5), le polynome oscillateur sera unique, pourvu que
¢, >0. Donc, en général, tous les polynomes oscillateurs relatifs & une suite d’ex-
posants donnée ne peuvent différer que par un facteur constant. Par conséquent,
si I'on se donne arbitrairement le coefficient 4, le facteur de proportionnalité
se trouvera également déterminé sans ambiguité. Le théoréme est donc démontré.

8. Théoréme. 8i on a deux polynomes oscillateurs

P(x)=2% 4 A,2% + - + A2 et Q(2) = 2% + B, xf + --- + Bualn,

ol 0< < B, <, <B,< - <PBn<an, le module mazimum de P(x) dans Vinter-
valle o 1 sera supérieur o celui de Q(x).
En effet, nous savons (lemme 4) que les coefficients de P(z) sont de signes

alternés; par conséquent, les coefficients de
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Q(x)— P(x) = B,z%— A,x" + B,a?»— --- + Baabn— A an

ne pourront présenter plus de n variations de signe.
L’équation

Q(x)— P(x)=o (6)

aura donc, au plus, » racines positives. Si le module maximum de @(x) était
supérieur ou égal & celui de P(z), la différence @Q(zx) — P(x:) aurait le signe de Q(zz)
(ou serait nulle) en tous les points z; o |@(z)| est maximum. Par conséquent,
I’équation (6) aurait nécessairement n racines positives &,,&,, ..., &,, satisfaisant
aux inégalités

2, <8 L0,5.. . S5 Tna;

de sorte que dans lintervalle 0%, la différence Q(x)— P(z) aurait le signe de B,
qui est négatif, et, d’'une fagcon générale, dans l'intervalle £;&;,, la différence
@(z) — P(x) aura le signe de (— 1)+1. De plus, le nombre des z; étant supérieur
3 celui des &;, il y aura au moins un x; tel que & _1< ;< &;, si 'on convient de
remplacer dans cette inégalité &, par o et §,+1 par . On aurait en ce point z;

[@(x:) — P(x:)] . (— 1) >0,

et, par conséquent, aussi
Q). (—1F>o0.

Or, on a Q(z,)> o, (puisque, pour des valeurs positives voisines de o, @(x)
a le signe de son premier terme), done @(z,) <o, et, en général, @(z;).(—1)*<o0.
Nous arrivons ainsi & une contradiction.

Le théoréme est donc démontré.

9. Théoréme. 8i on a deux polynomes oscillateurs

Plzy=Ax% + - + Ai_120%—1+ 2 + Ajp12%+1 + -« + Ap20n
et
Q(z)=Byazfo + --- + B;_12fi—1 4+ 2™ + B; . 12fi+1 + ... Byabn

le module maximum de P(x) est supérieur & celui de Q(z), st 0 <, << - <
i1 <Bi1<Mm<Bis1<t41< - < fp< tty.
En effet, les coefficients de 1’équation

P(x) — Q(x) = Ayx® — Byaho + - + A yx%—1— B, _12%i~1— B; .1 2f%+1 +
+ A,‘_'_lwal"l-l—" A —Buwﬂn + Aﬂxa”=o
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ne présentent pas plus de n variations de signes. Donc le nombre de racines
positives de 1’équation

P(x)—Q(x)=o (6b4)

ne dépasse pas n. Si le module maximum de P(z) n’était pas supérieur a celui de
@(z), on aurait aux points z,, 2,, ..., %y +1, o0 |Q(x)| est maximum,

[P(zx) — Q(xx)]) . @ (1) < 0;

ou bien, si I'on remarque que Q(x,) a le signe de A4, qui est celui de (— 1), on
en conclut que Q(xx) a le signe de (—1)f+*—1, et par conséquent

[P(zx) — Q(za)] . (—1)*+*>0. (7)
En désignant par §,, &,,...les racines de I'équation (6#), on en déduit que
xlégl A ignéxn+l-

D’autre part, la différence P(x)— Q(x) aura pour de petites valeurs posi-
tives de z le signe de son premier terme 4,; de sorte que dans Pintervalle 0§,
on a [P(x)—@(2)].(—1)f>0, et dans un intervalle £§x_1§;, on a, en général,
[P(z) — Q)] . (—1)i+*=1>0.

Il y aurait donc au moins un point 2z, ou

[P (zr) — Q(ze)] . (— 1) +*=1>0;

ce qui est en contradiction avec I'inégalité (7).
Le théoréme est donc démontré.
10. Corollaire. Le polynome oscillateur

P(x)=2x + a,2® + a,a* + -+ + a,2®"

1 ,
———— au coniraire, le
2n+ 1

module mazimum du polynome P,(x)=2x+bat + --- + baa?+2 doit élre supé-

reste, dans lintervalle o 1, inférieur en valeur absolue &

rieur ¢ I .
2n+ 1

En effet,
(—1)

= ] n+1
2n+1cos(zn+1)arccosx z+ B,a® + -+ + Baa®
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est le polynome oscillateur relatif & la svite d’exposants: 1, 3,...2% + 1; son
module maximum étant égal a ETI-T——I’ le module maximum de P(x) devra 8tre

inférieur et celui de P,(x) supérieur & 571;—1 (en vertu du théoréme 8).
11. Théoréme. Le module mazimum E's, du polynome oscillateur

Plz)y=z+aa?+ a,2* + --- + a,x2"

satisfait aux inégalités

I 1 I
——> K . , 8
i1 2">2(1+Vz—) 2n—1 (8)
st m>1. Dans le cas, o n=1, on a
Byne B, = 1 1 I

2(1 + V2) - 2(r + Vz) zn—1

On vérifie d’abord la derniére partie de 1’énoncé, en remarquant que, pour
n =1, le polynome oscillateur se réduit &

P(x)=x— (£ + l—)x’,

2 Va
son module maximum, ———>—_—1__ ¢tant atteint pour z =1 et pour
Vz 2 2(1+V2)
T —
1+ V2
Examinons & présent le cas de n > 1; inégalité
I J
i Ban

résulte du § précédent. D’autre part, on a par hypothése,
lz +a,22 4+ - + @,2°" | < B'sn (9)

sur le segment o 1. Done, a fortiori, pour toute valeur positive de p, aura-t-on
également

x x 2 2z 2n
I+y~+al(1+ﬁ) +--~+a,,(1+ﬂ)

iElﬁn

ou bien
Acta mathematica. 37. Imprimé le 11 avril 1913. 2
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[2(x+u) +a,2* + - + a'n@®™| < Elan(x + p)?

En retranchant de cette derniére inégalité 'inégalité (g9), on trouve une
inégalité de la forme

lu(@+ Byt + -+ + Bp1227) | < By [(x + p)? + 1],
ou encore,

(r+u)l+1

{u
b

|z + Bzt + - + B,_ 22" | < E'sp

Or,d’aprésle corollaire précédent,le module du polynome z + B, 24+ - - - + B, _a?"

doit dépasser ;n—I:; dans lintervalle 0 1. Done,

I __<E,,2”(I + )2+
2n —1I u
ou

"
2n—1 (T+u)+1’

E l2n >
En posant, enfin, pour rendre le second membre aussi grand que possible,
u="V2z, on obtient

1 1
2(1+Vz) 2n—1

Elﬂn >

c. q. f. d.
12. Lemme. Le module mazimum E;, du polynome oscillateur de la forme
P)y=A,+x+ A,a® + A,2* + --- + A, 22" satisfait auz inégalités
I o '
5E2n<E2n<E2n,
quel que soit n>o.
En effet, I'inégalité E», < E's, est une conséquence du théoréme 5. D’autre part,
P)—A,=z+ A, x*+ A2t + --- + Ap2?"

ne saurait &tre un polynome oscillateur. Par conséquent, son module maximum
qui ne dépasse pas Ko, + A,<2FE,, est supérieur (en vertu du méme théoréme)
4 B'3,. Done, 2E,, > E's, ou bien
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E2_n>‘21'E,2n-
c. q. f. d.

Corollaire. Le module maximum Es, du polynome oscillateur de la forme
Px)y=A,+z+ A, 22+ 4,2* + --- + A, 22" salisfait aux inégalités
1 1 I

sar va) an—z P (x0)

quel que soit n>o0.

13 Théoréme. La meilleure approximation de |x| sur le segment (—h, + h)
par un polynome de degré 2n sannulant & Uorigine est égale & hE'y,, la meilleure
approximation de |x| sur le segment (— h, + h) par un polynome guelconque de degré
2n est égale & hEsy,.

En effet, soit d’abord A=1. 8i

R(x)=Ajz + A, 22+ -+ + Agn—122"
était un polynome, s’annulant & l'origine, tel que, pour —x1 <z <1 on ait
2] — R ()| < B'sa, (11)
on aurait augsi
ll2]|— B(—2)| < B'3a
et, a fortiori, pour o <2 <1

___R(ar) + R(—=)
2

E2| < E'sp.

Or cette inégalité est impossible, puisque le polynome

o] R@ + R(—2)

. — A 2P Ay gt Ay 2

ne peut rester inférieur, en valeur absolue, au module maximum du polynome
oscillateur correspondant.

Au contraire, on peut certainement réaliser I'inégalité
Hz] — R (2)| < E'a, (12)

pour —1<x <1, 8i x— R(x) est un polynome oscillateur.
Du moment que l'inégalité (12) est réalisée, on aura aussi



12 Serge Bernstein.

ZY_p|(¥ '
h R (h) __<=E2n
ou bien
|z|— AR (g) <hE, (129

sur le segment (— A&, +A); au contraire, on ne peut pas avoir sur le segment (—#4, +5)
Hzl— R, (2)| <hE'zn,

car cela conduirait & I'inégalité

o] — ; B, (2)| < B2

sur le segment (— 1, + 1) équivalente & l'inégalité (11) qui est impossible. La
deuxidme partie se démontre d’une facon identique.

14. Remarque. En appliquant le théordme (9) on obtiendra par des raison-
nements semblables & ceux qui précédent des inégalités analogues pour les meilleures
approximations de x|z|, x?|z| etc. par des polynomes de degré m; Uon vérifiera

qu’elles sont respectivement de Uordre de —I—,, Ls etc.
m® m

Il ne semble pas pourtant que I'on puisse obtenir des résultats plus précis
par cette méthode élémentaire. Le probléme de la détermination explicite des
polynomes oscillateurs parait présenter, en général, des difficultés trés considérables;
et ce n’est que par l’emploi convenable des approximations successives que l’on
parviendra dans chaque cas particulier & des solutions plus ou moins approchées
" du probléme. A mesure que le nombre de termes du polynome augmente, le
probléme se complique; et il convient d’indiquer une méthode spéciale, si I’on a
en vue le cas, oi le nombre de termes est trés grand. Ce dernier cas fera 'objet
principal de I’étude qui va suivre. Indiquons cependant encore deux proposi-
tions élémentaires, dont la premidre, sans intervenir directement dans la suite,
sera un de nos guides principaux, tandis que la seconde qui est une généralisation
d’un théoréme fondamental de M. DE LA VALLEE PoUsSIN, est un principe indispen-

sable de vérification.
15. Théoréme. Les points intérieurs d’écart maximum: by, b,, - ba—1 du

polynome oscillateur Q (x) relatif a la suite d’exposants: o, oy, o, --- an, €t les points
intérieurs d’écart maximum: £, B;, - fn du polynome oscillateur P (x) relatif ¢ la
suste d’exposants: k, o, a,, a,, - an (00 k=a;) se séparent mutuellement, c’est &
dire satisfont aux inégalités:
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181<b1<‘82<b2< "'ﬂn-—1<bn—l<ﬂn.

En effet, par I'introduction d’un facteur convenable nous pouvons égaler les
maxima des polynomes oscillateurs

P(x)=12x* + ii A;z%, Q(z) = .EB.-:;“",

=0 (L]
de sorte que le polynome
R(z)=P(r)— @ ()
g’annule & Vorigine, et le polynome
R, (z)=P(z) + Q(2)

s’annule pour x =1. Sauf ces racines évidentes, chacune des équations aura au

plus 7 racines positives. Pour fixer les idées, supposons » pair, et P (o) = @ (o) > o.
On aura alors

R(O)=O: R(ﬂl)<0» R(ﬁz)>o»"': R(ﬂn)>0’ R(I)<0
et

B, {0)>o0, Ri(8,)<o0, B (8;)>0, -, Bi(Ba)>0, Bi(1)=0,

en excluant, pour le moment, I’hypothése de 8;=b;. R(x) a donc une racine
unique dans chaque intervalle 8;8;,, et 8.1, et R, (z) a une racine unique dans
08, et dans chacun des intervalles g;8; ..;. Mais il est impossible alors que 'intervalle
Bifi+1 contienne 3 la fois by et bzyq. En effet, il faudrait, puisque R (x) ne
s’annule qu’une seule fois entre g; et ,8,-+1,ique la suite des quatres nombres

R(8:), B(bz), R(bry1), B(Bis1)

ne présente qu’une variation de signe; mais R (bz) . R (bx +1) <o, donc, R(8:). R (bx) >0
et B (br+1)- R(Bi+1) > 0. Or, on a naturellement, quel que soit &, R (bi). R, (bx) < 0;
d’ou R, (8:) R, (bx) <o et R, (br+1) . R, (8 +1) < 0o; 'équation R, ()= o aurait done,
au moins, une racine dans chacun des intervalles: 8;bx, bxbr+1, br+18i+1, c'est
4 dire trois racines entre 8; et f;41, ce qui est impossible.

De méme, on a

R(0)=o0, R(b)>0, R(b,)<0, -, R(bn_1)>0, R(1)<0
et
R,(0)>o0, R,(b) <o, Rl(bz)>0""»Rl(bn—l)<°; R, (1)=o0.
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R(z) =0 a donc une racine entre b; et b;4+1 (=1, ---n—2) et une racine
entre b,_; et 1; il ne manque encore qu’une racine qui devra se trouver entre o
et b,. On voit également que R, (z)=o admet une racine dans chacun de ces
intervalles. D’ou il résultera, comme précédemment, qu’'un intervalle b;b; 4, ne
peut contenir & la fois deux valeurs 8 et Si+1.

On a donc

ﬂx<bn<ﬂz<"'bn_—l<ﬂn«

Mais il faut montrer encore I'impossibilité de I’hypothése g;=bx. Il est
clair d’abord que si cette circonstance se présentait, §; — bx serait une racine
double de R{x)=o0, par exemple, qu'il faudrait considérer comme appartenant &
la fois aux intervalles 3;_i18;, Bifi+1, br—10k, bibx +1; dans chacun des deux
premiers intervalles et dans 'un au moins des deux derniers B (z)= o0 n’auvrait
d’autres racines.

Or, si on a R(B:) = R(bi) = o, cela prouve que

P(B:).Q(bs) >o0,
et par conséquent,
P(Bis1).@r+1)>0, P(Bi-1). @(bs—1)>o0.
On aurait donc les inégalités
R(B:i41). B(bx4+1) <0, B(Bi-1). R(bx—1)Zo0,

ce qui est en contradiction avec la remarque que dans trois, au moins, des
intervalles 8;—18:, BiBi+1, bx—1bk, babr 41, B(z) = 0 n’a d’antre racine que §; < b;.
Le théoréme est donc démontré.
f=n
Corollaire. Si P(z)=2a° + 2 A; 2% est le polynome oscillateur relatif a la suite
=0
d’exposants: a, o, 2, 4,---2n, Ol a*2i, ses points intérieurs d’écart marimum:
Bys - Bn satisfont aux inégalités.

(n—1)7
—Zjn—'—*<ﬂ,.<1.

.7 . 27 .
o</9l<smﬁ<ﬂ,<sm57z<---ﬂ,._1<sm

15", Lemme. 8i P(x) est le polynome oscillateur relatif a la suite des
exposanis: o, &y, a'y,---, od'n, il ne pourra pas y avoir entre deux de ses points
décart B; et Biyy1 plus dun point d'écart by du polynome oscillateur Q (x) relatif &
la suite dexposants: a,, a,, -, ¢y, 08 0<ay <, <0, <+ 0'y<ay; de plus, s
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b =i, Vun, au moins, des intervalles 8; Bi+1 ou Bi—10: ne contiendra pas d’autre
point d’écart de Q (x).
En effet, formons, comme précédemment,

RB(z)=P(2)—Q (%), R,(x)=P(z} + Q(),

en supposant P(1)=@Q(1)>o0, donc B(1)=o0. Soit toujours » pair, pour fixer
les idées. On aura

R(0)<o, R(B)>0,---, R(Bs) <0, B(1)=0
et
R,{0)<o, R,(8))>0,---, R, (fs) <0, B,(1)>0.

Chacune des équations R(x)—o0 et R,(z)=o a, au plus, n + 2 racines posi-
tives, et d’ailleurs la différence entre le nombre de racines de R (z) et R, (x) est
impaire. Or la seconde équation a une seule racine dans chaque intervalle, ce
qui fait (n 4 1) racines, et la premiére qui n’en a pas moins que (% + 1), aura
(n + 2) racines, la derniére entre g, et 1. On en conclut comme précédemment
que chaque intervalle contient au plus une valeur b;. Supposons & présent, que
l'on ait @;=b; et, par exemple,

B (8:) =R (bx) =o.

Il est clair d’abord que I’on n’aura pas g; < bx +1 < bz + 2 < fi+1; mais supposons
que B; <br41<Bis+1; on aura done R (bx+1).R(B:i+1) <0, et par conséquent une
racine de R (z) dans 'intervalle by 11 $i+1. De méme, si ’on avait ;> br—1 > i1,
cela nous donnerait une seconde racine sur 8;_;b;—1, et au total, cela ferait déja

(n + 3) racines pour R (x) =0 ce qui est impossible.
-

Corollaire. Les points d'écart du polynome oscillateur P (x)= z® + 2 A; 2

satisfont aux inégalités =
PN L LA (L3 L
sm%<ﬂ,;sm—2%-+—1—, sxnf2—ﬁ<ﬂs;sm——2—n—:;-,-~-
. I
sin (2_I)n<ﬂ"<sm(zm5 i
2n = zn+ 1’

2
zn+ 1

st le premier point d’écart 8, satisfait & Uinégalité B, < sin
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Cela résulte de la comparaison du polynome P (z) avec le polynome oscillateur
Q@ (x) =cos (2n + 1) arc cos x qui est relatif a la suite d’exposants: 1, 3,---2n + 1,
les bornes inférieures étant données par le corollaire précédent.

Remarque. 1l résultera des calculs de la seconde partie que pour e =1, on

a bien, pour n assez grand, 8, <sin 4—%; mais une démonstration élémentaire de

ce fait m’échappe pour le moment.
16. Théoréme généralisé de M. de la Vallée Poussin.' S’il existe un polynome

h=n
P(z) = 2 Ap zth, tel que la différence f(x) — P (z) prend en (n + 2) points successifs
Bm0)
de Vintervalle o 1: ,, %,, - Ty 42 des signes coniraires, il est impossible de former
h=n
un polynome Q(z)= 2 By aon tel que le module de la différence f(z) — @ (x) soit en
h=0
tous ces poinis inférieur & la plus petite des valeurs |f(xn)— P (xn)].
En effet, si 1'on avait, quel que soit &, |f(zs) — P (xa)| > |f (xn) — @ (za)] il
en résulterait que

(1) — P (zn) — [ (za) + Q (¥n) = Q (x4) — P (x3)

a le signe de f(xp) — P (xx). Par conséquent, I'équation

h=n
D (Bh— An)z®h =0
h=0

aurait n + 1 racines positives, ce qui n’est pas possible.

M. pE 1A VaLLEe PoussiN considére, en particulier, les polynomes P () tels
qu’aux points considérés toutes les différences f(zs) — P (x1) sont égales, en valeur
absolue. Il résulte du théordme démontré, que pour tout autre polynome @ (x)
de la méme forme, I'une au moins des différences f(xs) — @ (xs) sera supérieure
en valeur absolue & la valeur absolue commune des différences f(x;) — P(xs). Le
polynome P(x) est, pour cette raison, nommé polynome d’approximation relatif
4 'ensemble de points considérés.

! Bulletins de 1'Académie de Belgique, 1910. >Sur les polynomes d’approximation et Ia
représentation approchée de l'angle» M. pe LA VaLLEe PoussiN ne considére que le cas, ol
a, = h; dans ce cas l'intervalle 0 1 peut étre remplacé par un intervalle queiconque moyennant
la transformation y =ax + b.
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Seconde Partie.
Propriétés asymptotiques de la meilleure approximation de |z|.

17. Construction d’un polynome R (x) approché de |z|.
Nous allons définir a priori un polynome R (z) par les conditions suivantes.
Le polynome R(x) de degré 2n doit s’annuler pour = o et devenir égal & |z|

@+ﬂn

aux points 23 = cos on

(k=o0, 1, - 2n—1) qui sont racines du polynome
T (x) = cos 27n arc cos z.

En déterminant le polynome Iig—) de degré 2m—1 par la formule de

LAGRANGE, et en remarquant que

27 8in 27 are cos z, 2n
T" () = % - kz(—I)k.__I._;r_,
I—T% Sln(k'f‘:—z);ﬁ
on a donc
(lc-l-z)n (k+§)n
— 1) & — 1V q
R(x)= T(:U) k-n-——l( I) - 8In 2n —k-2n—1( I) . 8ln 27
zn k=0 (k+£)n k=n (Ic+§)n
T — co8 2z — 08 ————
i 2n 2n i

D’autre part, on a manifestement, par un calcul semblable

(£ +2)= (k43
x__xT(ac) k-n—l(_I)k.Sinv——z—n——- +k_2”_1(___. 1)*.sin — .
B 21 ( I 2 1 ’
k=0 k+—)n‘ ken (k+5)”
x — cos 2: #—cos ~—
d’on
km2n—1(—1)%.sin (k + 3=
x—R(x)=£M Iz)ﬂzn=
— 1)k, s n=~
_mT(w)k-n—l( 1)%. 8in (Ic+2 n

" k=0 x+cos(k+£)£
2l 2n

Acla mathematica. 87. Tmprimé le 12 avrll 1913, 3
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Mais R(z) ne peut contenir que des puissances paires de x. Par conséquent,

|z|— R(2) = T(z) 22, (x3)

x étant toujours supposé positif dans le second membre, ou I’on a fait, pour
abréger,

—1Vesi b
kmn—1(—1I) SID(k+2)2n

H(z)=— . (x4)
lgo z + cos (lc+ I)Lr—
2/ 2n
18. Théoréme. On a
|zl —R(z) = L0 + ), (15)

ot &,(x) tend vers o avec nix’ pour x=o0, et &,(0)=—1I.

La derniére affirmation est évidente. Pour voir que ¢,(x) tend vers o, si
x>0, remarquons que

3a 1= @En—1)a
in an 4n
xcose + 1 rcoso + 1 xcosa + I
Hx)=| —————da e —da+ -+ e _da
(2) (x + cosa)? + (x + cosa)? (x + cosa)® ’
K2 bx (2_n—~3)n
4n in 4n

en supposant n pair, pour fixer les idées, puisque

b

xecosa + 1 " sinb ~ sina (16)
(x + cosa)? xr+ cosd z+ cosa’
a
Or, la fonction xoosa + 1 étant croissante avec o (o <e< f), on a
(x4 cose)? ="=2
14 JT T -7_‘ 1—!
4n 2 4n 2 2 +
xcose + 1 recosa + 1 rcosa + 1 rxcosa + 1
(@ + cosa) ¥ + (x + cosoz)"dOKZH("E)< (x + cosa)? o+ (z + cosa)? @
0 E n_®
in 2 4n

Dongc, en vertu de la formule (16)
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. 7T 7T . 7T T
81717 0034—'n 1|2 Sln4—n 0084——-n

ot 7 |[SH@<ZIZ— -
%+ cos— x4+ sin—
4n 4n

7r . T
x+cos— z-+smnm—
4n 4n

et, a fortiori,

77;2
—_ .
L 32T <H(x)<—1~[1+—n—+ nz]. (x7)
28\, " 2% 4nT 327
40T

Par conséquent,
zH(2) = (x + & (2)),

ol &,(x) tend vers o, lorsque nmx croit indéfiniment. D’ou résulte la formule
annoncée. '

19. Détermination d'une limite inférieure de E'sn|z).

D’aprés le théoréme (16), nous allons considérer (n + 1) intervalles du seg-
ment o 1, ou la différence

x——R(x)=£;’£2.xH(x)

change successivement de signe; et si dans chacun de ces intervalles le module
de cette différence devient supérieur & un nombre fixe 4, nous en conclurons
que E'>, > 4.

Or x H (x) conserve son signe, et 7' (x) change successivement de signe aux

. . 7 . 3@ . (2n—1)m . 3 -
points: sin an smi% sty 8in (_W)_’ qui déterminent ainsi sur le segment o 1

les (n + 1) intervalles voulus. Dans tous ces intervalles, sauf le premier (o, sin f%) ,
considérons les points sin pr Bl e ou |7 (z)]=1. En utilisant I'inégalité

(17), nous voyons qu’en tous ces points

1 7t
o1 ®> ()

et par conséquent,
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1 n?
l2—R(&) 1> [r—20s),

Dans le premier intervalle nous prendrons le point sin 8£n’ en remarquant
que T(sin gﬁ) =4 % Or, on voit aisément (en ne conservant que les deux
derniers termes de la somme H (z)) que

v 37 7 1
cos—n cos——n sm2—+2xsm2—nsm4—n
H(z)> + —— 4 —= >
x+sin— gz +sin3> (x + sin——)(z + sin——)
4n 4n 4m 4n
.. T
sin—
> z2n S_T . 1
. T 3m\ " 2n+1 . T ( . 3i")'
(:c + sin 4n)(x + sm4n) (x + sm4”) z -+ 8in 4n
si 'on suppose n> 2.
Done,
. T
7T .. T T SIn_
mgﬁ.H(SInS—ﬁ)>2n+1 ( )( 37T
sm— + sm— sm— + sm———
8n 4m
ﬂ'
S 7z 8n
2n +1 ( )( 31:) T 21(2n F 1)’
8n
Par conséquent, pour z = sin%, on a
_ _ 4Vz
|z—B(z)]> 21(zn + 1)
Ainsi E';,| 2] est supérieur au plus petit des nombres ——4!—;———
' 21(2n + 1)
2
L l—2=Z ,)- Done, finalement,
4n 32n
-E'2n > 41/; (18)

21(2m + 1)
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Cette inégalité est plus précise que l'inégalité (8) obtenue plus haut, dés
que n > 4.

20. Théoréme. 8¢ P(z) est un polynome d’approximation de degré z2n (n > 4)
de |z| sur le segment (— 1, + 1), Uéquation

P(x)— R(z)=o0

admet une racine et une seule dans chacun des zn tntervalles compris entre sin on et

. B+ 1)7

gin =t
2N

En effet, pour toute valeur de %, on a sur tout le segment?

(k=—n,——('n,—1),...,o, I...,7n).

2
ll2l— P@)I S 2

et, d’autre part en tenant compte de I'inégalité (17), on constate qu’'aux points

. km
sin—, on a
2n

n-s
I = 2n?
llz]—R(@)| >~ [ —32"
271 7T
1+ po
4nsm2—n

quel que soit |k]>o, avec (J2|— R(x)).(—1)*>0 (on suppose, pour fixer les
idées, » pair).
Pour n>4, on a

n!
I— 3
I 32n 2 .
zn| L i w(zn + 1)’
4m8in i
2n

1 Cette inégalité que l'on pourrait, en utilisant les resultats obtenus plus loin, remplacer
par une inégalité plus precise, résulte du développement de || en série de polynomes trigono-
métriques Tn(x) = cos n arccos z.

On a

4 [I Tx) Tfx) Tyx) ]
= —§— .} —_ — e n
l=l=2 e+ 5 55 TSy
(voyez mon mémoire de I'Academie Belgique). En s'arrétant au terme de degré 2», on a un poly-
4 [ 1 _ I
Al@nFEn+3)  Gataents)

nome de degré 2s qui fournit une approximation égale &

2
+"']=m‘
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pour le voir il suffit de remarquer que

. i 2 ( zn+§>
2—"(1—3271’) Zaen+n T Tan /)

ou

., 6n+:
o 3

1= 3zn Paant 1)
Par conséquent, le polynome
P(z) — R(z) = (P(z) —| z|) + (|z| — B(<))
a en tous les points considérés le signe de

|| — R(z).
. . . km
Ainsi, aux points sin —- (k= o)

[P(z) — R(2)]. (—1)*¥> 0. (19)

D’autre part, pour £ =Fk=o0, R(z)=o0 et P(z)> o0, l'inégalité (19) a donc
lieu également. Il y a, par conséquent, un nombre impair de racines de I'équa-

tion P(z) — R(z) = o dans chaque intervalle (sin I%i, sin (bt 1) -:nl )”“)

;ily en a done
une et une seule. C.g.f.d.
Corollaire. Un polynome quelcongue Q(x) de degré non supérieur a 2zn
n-!
32n®

qui fournit une approximation de |z| inférieure a o jouit de la

I+
sin E—J
4% 27,

propriété que Uéquation
Q(x) — B(z)=o

. . . . (k
admet une et une seule racine dans chaque iniervalle ( sin ’;—7;, sin (——;;—)75

a Qo) > o.
21. Expressions asymplotiques de |x]— R (z). Nous avons déja obtenu une
expression asymptotique trés simple de |z|— R(z) au § 18. Mais cette expression

),sion
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n’a été déterminée que pour nz croissant indéfiniment. Il est nécessaire de se

débarrasser de cette restriction. Puisqu’il s’agit de valeurs trés grandes de =,

nous pouvons supposer n pair, pour fixer les idées, ce que nous ferons toujours

dans la suite, en remarquant gu’on a alors 7' (x) = cos 27 arc cos 2 == cos 2n arcsinz.
Remarquons d’abord que I'on a identiquement

sin (k__g) _Zﬂn.[x+cos (k.;.g) in]—sin (lc—}-;) f_[x+cos (Ic—-f) ﬁ]

2 2n 2/2m
H(a;)=—2 I\ 7 1\ 7
k=1,3,--.,n—1 [x + cos (k— —) ———][z + cos (Ic + —) ———]
2/ 2n 2] 2n
. 7T knw . 7T
2% 8ln — cos — 4+ sin —
— 2 40 n 2n -
k=1,3, ~--,u~1[x + cos (lc——z). iz—][:t: + ¢o8 (k + 5) £]
2t 2n 2/ 2m
2Z8in — sin — -+ 8in —
_ 2 4N 2n 2n .
2/ 2m 2/ 2n
Posons ensuite
. 2 xsin:—z + 1
H,(x) =—- i - . (20)
2n k-l,s,---'n—l[a: + sin (k—f) f—][x + sin (k + I) —1]
2/ 2n 2/ 2n
On en conclut immédiatement que
H(z)=(1—1n).H,(2), (21)
ou
3
o<17<2:n,. (22)

La différence zH (z)—xH,(x) tend donc wuniformément vers o, lorsque n
croit indéfiniment.
Envisageons, enfin, la fonction

I
Z‘i‘)’ G
2% 16M2

a:H,(x)=;{—Z~ 2 (23)

113:"'°°(x+
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qui joue un rdle fondamental dans ce qui suivra. Sa propriété essentielle est
qu'elle est une fonction de b =g$ seulement, et, en introduisant cette nouvelle

variable, on a manifestement

b
zH,(z)= i
1,8,2- ® (b + k)z—z

—F ). (24)

Je dis que la différence z H (x) —z H,(x) tend aussi uniformément vers o.
Pour le voir, je prends un nombre positif fixe 4, qui est supposé aussi
grand qu’'on veut, et je sépare les valeurs de z en deux classes: dans la pre-

midre, x <2z,< %—;%, c’est & dire b< 4, dans la seconde, x> z,, c’est A direb> 4.

Soit d’abord z>z,. En vertu de I'inégalité (17), on a

ﬂ"
1 I_3271.’ 1 1 ?
- — <xH(x)<—[1+—+~—,].
2 1 2 24 32m
I+ —
24

D’autre part,

}_f bdz < 2 b <£f bdz + b

2 I I 2 I 1’
b 2 1,8, @ (b4 k)2—- b+zp—=- (b LI
(b +2) X 1,3 b+ k) : (b + 2) : (b+1) A

1 1

ou
b+ 3 b+ 3
illog i<F(b)<glog 2 4 b -,
b+ 1 b+X (b+nr—!
z 2 4
ou encore,
b b b b
— _<F(b)< + ,
2b+1 (2§+1) 2b+1 (b+1),_i

b+g I I
puisque log T = -~ YRR
b+l b+i b+
2 2 2

Par conséquent,
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2(1-%)<F(b)<2(1+;32)

et
nﬁ
if[ 3 I_32n2 iz ®
_E[EZ Szn]<F(b)—xH(x)<— I+~Z—* <§[Z+3—27z§]
+____
24
Done, finalement, pour 2 >z,(b > 4), on a
e H (x)—2H, (x)]< + — 64n2 (25)

22. Soit & présent x<=z,. Désignons par I le terme général de zH, (),
et par I'y celui de xH,(z). Ainsi

. kn
xssm2—~ +z

I,=2". —
" [w+sin(k—£) ][m+sm(lc+ )”]
2] 2m 2n
2
E%sn%t+b
[b+—~sm (k———)f—}[b—}-g-—sm (k+—)—n—]
n 2n
et
A B b .
b +kp—3 (b+k——) (b+k+ )
En développant les sinus en série, on a
L= b(x + Gx,)

1 \2 1 2 22 )
R e | e e S R R IR el
ol O, O, O, sont positifs et inférieurs a 1.

3
En supposant d’abord k + i < 27:3 Vz,, on a donc

b(r + Ox,) 7 1+ 0O,

[+ (o= (=2 e ) =] -2

Acta mathematica. 37. Tmprimé le 12 avril 1913. 4

Ii=
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ou 0, @,, @ sont également positifs et inférieurs & 1. Ainsi

I < In< [ (1 + 22,7%).

3
D’autre part, si k& + §> ?7—:31/%, on a

I < Ix< b(x +Ox) _—

[ 2 = 2 e 3]

— I _ I
2l +Gxo)[b+§t(k—§) b+§(k+§)]

(puisque sin yr77">k, pour o<h < 1).

Par conséquent, k, étant le plus petit nombre entier satisfaisant & la condi-

3
tion k+ ->22Vz,, on a
27
k=n—1 kmn—1
b
D In< Y I< Z”b —< = <
Fomeko k=ko b —~(k ——) z
L L b+~2_(2nl/xi,_1)
7T w

< TN, 7t
- 3 2
Ve
2nVx
nx, + (~ 8- I)
7T

w
I
De plus, ZI’I,< o Done, pour z<z,, on a
n

1]
__:7 <azH,(x)—zH,(z) < (2 + %)xolfs

et, en vertu de (21),

I ? -
—_ —_ ) s
” 24n2,<:¢r;H(:1:) zH,(x)< (2 + . ) x5 . (26)
Posons, enfin, xo=ni,ls . Dans ces conditions, I'inégalité (26) donne & fortiori
2
2 + ZZ-
|zH (z) —xH, ()| < — (26Vis)

nis
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et I'inégalité (25), qui a lieu pour z > z,, devient

7T 2
|28 (2) — o H, ()| < 75 + o (25")

I1 est donc démontré que, pour toute valeur positive de x,

xH(x) =2H,(x) + 8n(x),

ou
7!'2
2+ "y
'/9” (x)l < —nzls s (27)
c’est & dire
21— R (@)= TE P (229) 4 g )] (28)

Telle est l’expression asymptotique que nous allons utiliser dans Ja suite.
23. KExpressions diverses de la fonction F (b). Nous avons défini la fonction
F (b) par Vexpression '

Foy= 3 — . (24)
1.3,---w(b+k)’—;

1l est aisé de voir que cette fonction est étroitement liée a la fonction I'".
En effet, on a immédiatement

I I I 1
F(b)ZZb[2b+I—zb+3+2b+5_2b+7+m]' (29)

Or, on sait que

_dlogl'(a) __E) 11 . ( 1 1 )
¥(a) = dea y+‘1 a+(z a+1)+”+n+1 a+n+ !

ou y est la constante d’EvLER. Donec,

F(b)zg{(y—y)—[(l’“gf;)_(l_g i 3)]_[(2_9 JIF 5)”(2—{’ JIF Z)] +

4 2 4 2 4

-ty -s) o0
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Indiquons une autre expression! de F (b) qui se déduit de (z9) par la trans-
formation d’EULER; on obtient ainsi

b I 1.2 1.2.3 ]
PO =it ares  ar e obe e T T er gy T 60
Remarquons que nous avons 13 une série hypergéometrique; ainsi, d’aprés
les notations habituelles, on a I'expression

b

F(b)=2b+1

F(I,I,b+§,£).
2’2

L’expression (31) conduit immédiatement au résultat trouvé plus haut que

F(o)=2,
2
mais il convient encore d’en déduire que
F(b)<§. (32)
En effet,
b 1 1.2 1.2.3 ]
F(b)<ztb+1[I +2b+ 3 +(zb+3)(26—1—5)+2'(zb+3)(zb+5)(zb+7) ’

il suffit donc de vérifier que

2b[z.1.2.3+1.2.(2b+7) +(2b+5)(2b+7) + (2b + 3)(2b +5) (20 + 7)]1<
<(2b+1)(2b+ 3)(2b +5) (20 + 7),
ou
0< 105+ 20b + 40%.
La fonction F(b) peut aussi se présenter sous forme d'intégrale définie:

1

-5
F(b)=bfz dz. (33)
[1]

z+1I

Remarquons, enfin, que F (b) satisfait & 1’équation fonctionnelle

F(b)

Fb+1) 1
; =

b+1zx b+5
2

+

! Encyclopedie der mathematischen Wissenschaften, Bd. II (Teil I;). BrunEeL, »Bestimmte
Intégrales, § 12.
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24. Tables des valeurs de la fonction F (b) avec Papproximation 0,00055 €t de
sa dérivée F' (b) avec Uapproximation o,o0:.

v Fv) v Fv) v F(v) v Fv)
0 0,000 0,45 0,332 I,2 0,445 2,1 0,477
0,05 0,070 Qs 0,347 I3 0,451 242 0,478
O,1 0,127 [¢1%1] 0,360 I,4 0,456 2,3 0,480
0,15 0,173 0,6 0,371 I,s 0,460 254 0,48s
0,2 0,212 0,7 0,391 I,6 0,464 2,5 0,483
0,23 0,244 0,8 0,406 I,7 0,467 3 0,488
0,3 0,271 0,9 0,419 I,8 0,470 4 0,493
0,35 0,294 I 0,429 Iy 0,473 5 0,495
0,4 0,314 It 0,438 2 0,475 6 0,497

v F (v) v F(v)

0 I,571 0,46 0,314

0,3 0,502 0,48 0,297

0,32 0,471 O,s 0,282

0,34 0,443 0,52 0,268

0,36 0,417 0,54 0,254

0,38 0,393 0,56 0,241

0,4 0,371 0,38 0,230

0,42 0,350 0,6 0,239

0,44 0,331 I 0,093

25. Détermination d’une borne supérieure de Ezn pour des valeurs trés grandes
de n. Nous verrons la raison qui conduit & envisager les polynomes de la forme

T (x)
n

Q(z)=R(z) + [B+b,f’_‘b: + bf_‘f’b: + ] (34)
ou b, <b,<--- sont les racines successives de I'équation
T(w)sT(Z—g)=cosznarcsin Zz-t%=o.
Bornons nous aux trois premiéres racines b,, b,, b;. Je dis que, si n croit

indéfiniment, I’approximation de |z| par le polynome Q(z) a pour valeur asymp-
totique ’approximation de |z| par la fonction
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Que)=R(@) + %%y % | 3% 5% 7.
n 62

+
T 329 22

4 4 4

Je veux dire par la que, si u, est 'approximation fournie par Q(z), et u's
Papproximation fournie par @,(z), on a

Hn

Iim -~ =1.
nmw Hn

En effet, en vertu de (28),

_ __T(x) a, 3a, - 585
|=| m”“?fPW‘B“m—m_m—m oy T )
et
l2l—Qu(z) = T (5 o) + g — ST (BB 4 3%y 5% .
n n pr—L pr_—9 p_3

4 4 4

Par conséquent, pour b> A4, 4 étant suffisamment grand, le maximum de
Iz] —Q(x)], aussi bien que celui de ||z|—@, ()|, aura la forme

I (I
'ﬁ(;-——B"I"an)y

ol o, est une quantité aussi petite que l'on veut. D’autre part, 7'(x) =

., 8 S$h3
== 0S8 27 arcsin 4dl == COS8 2n[7~t—é + 0(7—5—9) ]= cos (yrb + @—f}) ,ouo<f#<1. Donc,
2n 2N 2N 4n

3
lorsque % tendra vers o, cosnb—7T(x) et chacune des différences telle que

cos nIb_ b? (x; ; tendront également vers o. Par conséquent, ou bien nu, et
br—= R
4

I . . .
nu'y tendent vers z — B (si c’est, pour b> 4, que ’écart maximum de x| — @(x)
est atteint), ou bien, sans tendre nécessairement vers une limite fixe, ny, et ny',

roe , I epps .
sont supérieurs a ;—B et ont une différence qui tend vers 0. Dans les deux cas

lim iu—,'i =1.
ne=wo Ua
Nous dirons aussi d’une fagon générale que @,(x) est une expression asymp-
totique de @(z), si Papproximation fournie par @,(x) est asymptotique (au sens
précis qui vient d’étre indiqué) & celle que donne @Q(x).
Il faudrait déterminer les nombres B, a,, a,, a, de telle sorte que la fonction
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S(b) =®(b) .cos b

g’écarte le moins possible de zéro pour toutes les valeurs positives de b, ot I'on
a posé

o@b) =F@p)—B——2 3% 5%
p—1 pr—2 p_32
4 4 4

Je signale ce probléme, sans le traiter d’une fagon générale. Remarquons
seulement que, si l'on admet que! 0 < B< 2et a, >o0,a,> 0,05 >0, ce probléme

est équivalent au suivant; déterminer la fonction S(b) qui s’écarte le moins
5

possible de zéro pour 0<b< -Zfet pour b= . En effet, on a

|0(w)|=>—B

et
lo@®)|< —B

lorsque b > g: il est donc inutile de considérer les valeurs de b>‘zi-

J’ai résolu ce dernier probléme avec une approximation duméme ordre que
celle des tables (24) des fonctions F(b) et F'(b); mais j’éprouve quelques diffi-
cultés & présenter systématiquement les approximations successives que j’ai faites.
Je me bornerai d’indiquer a priori les coefficients trouvés et de calculer directe-
ment une borne supérieure de l'approximation fournie par le polynome corres-
pondant.

26. Les coefficients B, a,, a,, a, doivent dans tous les cas satisfaire &
I’égalité

[@(0) | =]0()]
ou

I
;—B—B—4a—1ta—ta, (35)

Posons
B =0,357; @; = Oy0401; Ay = Q,0255; B3 == 0,0245.
L’égalité (35) est vérifée; on a, en effet

|®(0)|=|(D(00)|=0,143.

! Voir le corollaire (15%is).
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Il est évident que S(0)= @(0)<o, et S(b) va en croissant au début. Je
dis que dans l'intervalle (o, g) 8(&) aura, au plus, trois extrema. Pour le voir,

il suffit de remarquer que S(b) qui admet une dérivée continue, devra avoir le

méme nombre' d’extrema que »[]z]— Q(2)], qui tend uniformément vers S(b)
3.

pour b< p

Or, z — @Q(x) admet au moins #» — 2 extrema pour x> sin %—7—; et le nombre

total d’extrema ne peut dépasser n + 2. Donc, si 'on exclut encore I'extremum
de l'origine il ne reste que trois extrema possibles pour 0 <4 < 5; On remarque que

S'(0) >0, S'(1) <o, 8'(2) >0, 8(3)<o. Donc dans chaque intervalle o 1, 1 2, 2 3,
il y aura un seul extremum.
Dans le premier intervalle je. prend b=o0,,. Je trouve®

Oy0401 0,0765 0,1225
I_4 9 _4 25 4
4 25 4 25 4 28

S (0’4) == Cos8 720 [033“ — 0,357 + ] =Cos8 720 - 054586 <

< €08 72° . 0,4598 < O,1421.

Il faut s’assurer que l'extremum de P'intervalle o 1 est inférieur a 0,145, A

.
cet effet, calculons, pour b=o,,, la dérivée logarithmique g((:)) - On a

LIl est peut-étre utile d'insister sur ce point qui est une conséquence du fait suivant:
8i on a une suite de fonctions Fn(b) qui tend uniformément vers une fonction F(b), si en outre
les fonctions F(b) et Fn(b) admettent des dérivées continues, et si, enfin, F'(b,) = 4, on pourra

déterminer b et un nombre n assez grand tel que l'on ait IF;(b)~—A| <eeot [b—Dby|<h, ¢ et
h étant aussi petits que Yon veut. En effet, on a F(by + «) — F(by)= « (4 + 7); supposons « <k

et assez petit, pour avoir aussi 5 < —:— Or, pour = assez grand, on a, quelque soit b dans l'intervalle

considéré, | Fa(b) — F(b)| < Ef- Par conséquent,

T
Fn(bo + @) — Fu(bo) = a(4d + 1) + 5-21,

avec ¢ < e Donc, pour une certaine valeur de b (by < b < by + @),

on a ,

Fiy=A+7+75

ou

|F,0)—A|<e e.q.f.d

* Les égalités sont approchées et remplacées & la fin de chaque calcul par des inégalités
éxactes qu'on obtient en additionnant toutes les erreurs.
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/ 2 .0,4 . O,0401 2 . 0,4 . 0y0765 2 .0,4 . 0,122;
F(0>4) + I . 4 ) ‘ 9 i)2 “25 4 g
S8'(0,4) 4 25 4__25 T_?é) o
S (0,4) o 0,4586 —”tg 7% =
== Q,481 — Q,669 = — 0,188,
Dot
S’(O,4) = ~— 0,142 . 0,188 = — 0,0267.
Ainsi

0> S,(O:4) > — 0,03.

Done, si 8(b) peut atteindre la valeur o,.s, cela arrive pour b < 0,4, et il faut

0,009

que 0,4, —b>

= O 03 .
0,03 ’

Pour étre certain que le maximum n’atteint pas o,1;, il suffira donc de
remarquer que S{0,55) < 8(0,4).
Or,

9 9 259

F(O,;75) — oS 670 301 [0,304_0’”7 + 4,01 + 90,0765 + 0,1225 ]= 0y r4157.
T 64 4 64 4 63

64

-

Cherchons ensuite le maximum de |S(b)| dans l'intervalle (1 2). Calculons
8(b), pour b=1,.. On a

0,040 0,076 0,122
— 8(1,:) = cos 36° [0,445 — 0,357 — g_é—ofz + 2—:—73% + E—’:Jig] — 00 36° [0,088 —

25 4 4 25 4 25
— 0,03370 + 0,09444 + 0,02547] == CO8 360 . 0,17421 < COS 360 .« 0,175 < 0,1416.

Calculons encore

— 8'(1,2) = €08 36°[0,065 + 0,0680 + 0,2788 + O,0127] — 7z 8in 36° . O, 17421 < €08 36° . 0,427 —
— 7t 8in 36° . 0,1736 < 0,34546 — 0,32056 < 0,025.

D’ailleurs, S'(1,:) < o.
Done, le module de S(b) ne pourra atteindre 0,13, ¢’est & dire augmenter
. O,0014
de 0,0014 que, si b augmente de plus que PO Or,
- 3023
0,0401__ + 0,0765 O,1225

25_*X 9 2 25_ 325
16 4 4 16 4 16

— S(I,zg) = COS 450 [0,4.4.8 — 0,357 — ] = COS 450 [0,091 +

+ 0,11126 + 0,02613 — 0,03055 ] == COS 45° . 0,19784 < 0,707 . O,19784 < 0,1399.
Acta mathematica. 37, Tmprimé le 12 avril 1913, 5
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|S(®)| a donc dépassé son maximum avant b= 1,:; ce maximum est donc in-
férieur & 0,143.

Il reste encore & examiner 'intervalle (2 3).

Calculons S(2,:). On a

(o) 0,076 Oy122
S (2’2) == CO8 360 [0,478-——0,;;7-— 50401 _ 0765 31225 ]

4,8, —— 0,25  4,84— 2,25 0,25 — 4,84

< €08 36°. 0,17 < 0,1377.
D’autre part

o> S’(Z,z) > — 0,04-

Le maximum de 8(b) ne saurait donc dépasser o,4; que 8'il était atteint
pour b< 2,:. Or on vérifie que §'(2,:) >o.

Ainsi tous les maxima de |S(d)] sont inférieurs ou égaux a o0,1;.

Il en résulte qu’avec le choix indiqué des coefficients on construit un po-
lynome Q(x) de degré 2n tel que, pour n assez élevé, on a

O,143 + &n

“f':l—Q(x)l<—7—,

ol &, tend vers o; a fortiori

Eyalz| <22, (36)

pour n suffissamment grand.

Si I'on veut abaisser la borne supérieure, il faut prendre un nombre plus
considérable de termes dans Q(x), et il y a lieu de remaryguer que les coefficients
déja trouvés n’éprouveront que des variations trésfaibles. Maisavant d’entreprendre
cette nouvelle étude il sera essentiel de former une table plus exacte des fonctions
F(b) et F'(b).

27. Détermination d’une borne inférieure de Esn|x|.

Pour la détermination d’une borne inférieure de K3, on pourra procéder de
la fagon suivante.

Prenons sur le segment (— 1, + 1) les points o, £ 8,, =+ f,, -, £ Bip

. Tl . (6 + )7 . M . .
+ sin Eo;z—’ + sm(—"—ﬁ-)—,---, +sin—— et déterminons le polynome! de degré non
2

supérieur & (2n + 1) qui en tous ces points regoit successivement les valeurs

! Ce sera, d'aprés le § 16, le polynome d’approximation de | x| relatif 4 la suite considérée
de points.



Sur la meilleare approximation de |z| par des 'polynomes de degrés donnés. 35

[z] £ o- Au sujet des @ nous ferons ensuite ’hypothése que sin (@ zn) <pBi<
<sin’Z. Posons
z2n

S(x)=V1i—z%.sinz2narccos x
et

8, () = (2 —8,%) . .. (@* —B%) . S(z)

. o T . o 27T —1I
2% — gin? ——) (x”—sm”— (xg sms( )
2n 2n 2n

En appliquant la formule classique d’interpdlation, le polynome cherché sera
égal &

; sin 2% (—1)e sin 2% (—1)e
tmp poiamn e i=n 7_ -
H) =8, (2)- 2 2’:;’71: 17T + 17T +
i-i..(x——sin —) N (sin —) fmip (x + sin —) S, (s'n—)
2n 2n 2n

(37)

(-—I ﬂ; (— I)"__ .
xSl + zzl (x—‘ﬂz)S' (,3,) + 2 h‘(x F ‘8‘)811(‘8‘.)

La condition que le degré de f(x) soit inférieur & 27 + 2 conduit 4 Péquation
suivante pour déterminer o

Bt (—1Ve, o

2 ; +2 T + g =20
2 (Z_Z & S 8'4(0)
D’ou
i
2 ,_2,, sm——-
2 2 gray T2 -
8 (ﬂ- Pl <sm£)
2n9= i=i., i=n Zn( ) (38)
X —1)*
T 2n8(0) 12 ns' (ﬂo + ‘gonlgl (sini—n—)
2m
Or,
8,(8) =2 (BE—BD - (BL=B) g,

s - e 5525
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171 . gt
in2 2 2 .2
(sm P B4 )---(sm o 1910)

. N N . b
. g ¥IT . T . gl . o—I)7T
(Sln2 ﬁ — sin® 2-,';, s (Slng ;;l, — Slnzu—L)

2n

pour i< %, et

Par conséquent, en posant
# _ l,-n
Y

ol 4; seront fixes, et n croitra indéfiniment (¢, sera également un nombre fixe),
on a

— }-in’(liz——},ls)...(liz_l&)
=) =G — )

lim nS’l(p’;)

sin ;7.

Donc, le numérateur dans la formule (38) a la méme limite que la somme

(k1) [ — (il —1)*]
(22— Ay%) - (A — Ad)sin i

i=1
T A IR Y, 1 . o T . LT . G (t,— 1)
i=n sin — (sm’;—— sin? z‘ﬁ) e (sm2ﬁ-— sm’h’ﬁj——)
+ 2 (—1)- ; . s
iy nlsin? Z — g2 ._.(sinzﬂf_{g?
2n ! 2n Yo
dont la seconde partie peut étre mise d’abord sous la forme
Y 2 XY, 1 . o TE . o V7T . o{ty— 1)@
imn n sin — (sm’~ —sin® ——) . (sm’——— sin® (—L—l—)
Z (—1 ) n 2n 2N 2n
. S U7 Y
i=ip n? {sin? — — B2 ---(sm’—— — ?)
[sint2Z — g Ly
Or, pour =, suffisamment grand,
N2 2 B Y 1 . 3 7T . o b7 . o(t,— 1)
fmn n sin — - (81112———— sin? ——) “ee (sm’ — —gin?® ("——)—)
. 2n 2N 2n 2n
2 (—1) <

. G . U7
i=m n®lsin®— — #3)--.(sin¥— — P}
( 2n 431 2n P)’u
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n sin 2. (sm”m—sln’—) ( jn2 % sing(—@i:I)—f—t)
2n an 2n 2n
< Ny 76 <
n? (sm" 2°n ——ﬂj) (sm2 p’,‘,)
Ny 76
n sin —4— on "
< <
n? [sm2 p)'oJ noz__ﬂ_
2n 4
car les termes de cette série alternée vont en diminuant.
D’autre part, aprés avoir fixé n,, on voit que la somme
imng—1 n.sinﬂ(sinﬂﬂ—singl)u~(sin”ﬂ—sin2k——lﬁ)
ﬁ (— 1y 2n 2n 270 27 Zn
Pouy 2 (gin? " _ g2).. . [sin?*? — g2
i n (sm on p’,) (sm an ,81,,)
tend vers
_2_i=ﬁ_l(-—1)".i(i2——1)~--[z'2—~(io——1)2]
w & (22— 4,%) -« (12— A;,2) ’
lorsque n croit indéfiniment.
Par conséquent, le numérateur de la formule (38) a pour limite
i =iy (At —1) - [lz —(i,—1)?] 2 2 (——I)‘ (7 —1) 22— (¢, — 1)?] _
& (1E— A% - (WP — A3) sin Ay = AB) - (B—23)
_RC O —1) - [ — (5, —1)] 2_"'=°° (—1ym. m(m®—1) - [m®—(4,—1)%] _
ALY M) sinkiw A m2— 1% - (m*—A3) (39)
=i2io(l,-2_1) A2 —(1, -_I)sj[ I LR
PRy e vy v W Py PR A
ou
" 2z2m.(—1)m
=3 20" (40)
m=1

28. Le dénominateur de I'expression (38) aura la méme limite que

: 1-2-~-(iojI))”__g“(__I)i(lf—I)-~-[li2—(io-1)2] x

. < +
7g? Ay - A - ﬁli(liz—llﬂ)"'(li2—li’4,) sin A; 7w
==
Y7 Y 1 Y7 o, —1)7®
i=n (s1n2—~sm2_)...(sz__smg( 0 ) )
+ 1 2n 2n 27 2n
2 . G U7 . gt A m?
i=io (sm’*_—ﬁlﬂ (ns sint 't .M
2N 2n 4
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En prenant n, suffisamment grand, on peut rendre la somme

Y, 1 1 Y 1 . J(t,—1)7
im=n (sm’———sm’ —) ... {sin® — — gin® (—°—)——) imn
2n 2m 2n

2n < 2 1
3 \ y 2. 2 y 2, 2
i=no sin2 ﬂ —_— ﬂ’ e ng sinz z_f_t_ _M_—} (g ns Sinsz_iz J— Z’ ’“n
2n ! 2n 4 2n 4
aussi petite qu’on le veut.
Done
Y . o T R Y ] . G(ty—1)7
i=n ‘s.m2 — —gin? —) “e (sm’—— — gin?® (——9——~—)—*)
. 2n 2n 2n 2n
]lm ; g - = }.g 3 —
- 2 . ot . g7 70
nEEE i (sm*———p’:) (n’ sm’————"’—)
2n 2n 4
=0 ) ey . .
2 ——I) —(—1)*]_ 2 —I) ’-—(%—1)’]
Tt ( — %) n’ — l’ < (18— A%,
te=iy

Par conséquent, le dénominateur de (38) a pour limite

I (1 . z);.- (z',,—-x))*_'i"‘(_l)i (A%—1) - [AA—(5,—1)]] 1

- o & T AR WS — A% sin e
m“2<mhﬂ) [ — (5, —1)"] _
* El —A}) - (md—2%)
i=ip (A% —1) - — (4, —1)?][ (—1)i+?
2 @ _7" (l’i— A%) [nl.- 8in A; 7w ;f 2 “")]
ou
f2(3) ={§ + Zmz_l W_I—_F =%—7—; cotg 7wA.
Ainsi,

SA—1) A= G—1)[ = _

Ji .2=1 (A% — A7) -~ (A% — R%,) [ginlnv +h (l’)]

nl-.lg 2ne = i—io(}ﬂ'-—-I) [),2‘.—(1:0-—-1)8][(-— 1)i+1 + Ef (}.,)]
(A% —22) - [A%—2%,] |Aisin Mim 2

fm]

29. Il convient encore de faire les transformations suivantes. On sait que
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Donge,
+f(/l)——~+zlz m+m§cﬂ"(_‘1)m=
sin nl ! A2— m2— A2
Ml M=
1
s S (-— )™ 1 Zdz 1 2 T
I+22 —2 2‘[1+z_l_— IF(}'+2)’
y A+
2
d’aprés les formules (33) et (40).
D’autre part, posons 4;=¢—1 + ¢. Dans ces conditions
(—1)i+? 1 I 2 . , o
Aisin A; 7w nn(l’) F—rteg)singnr w(i—1+&)? (GT—1i4e&) cotg & =
to 8
2 I— COS7T&; 2 €72

w(t—I+&)?® (1—1+&)sinmae n(z—I +&)? i—1te
Posons enfin

¢ (@) = (@®—1) - [@® — (4, —1)7],

(44)
Y(z) = (2?—A47) -~ (2® — A%).
Nous aurons ainsi
o el
SV Ai + 2
lim2ng= =5 =B;,. (45)
R e
D’apreés le théoréme (16), on a
E2n;(’§
donc,
2By 2 B (46)
pour n=oco.

30. Il #’agit de déterminer les constantes i; de fagon & rendre maximum?
la valeur de B;. Ce maximum, qui existe, évidemment, pour chaque valeur de

1 Nous verrons plus loin que 4 tend vers ¢ —1, et la différence A;'— (41— 1) = ¢ tend vers

1
0, comme T
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i,, et va en croissant avec %,, tend vers une limite déterminée, pour 7,= .
Nous allons montrer plus loin que cefte limite est égale & la limite vers laguelle
tend 2nkEs,. En d’autre termes

lim Max. B;, = lim 2nE,,,.
tg= 0 B
Or, le maximum de B; et sa limite, pour i,= o, peut &re calculé par
approximations successives convergentes trés rapidement.
Posons d’abord ¢;=1. On aura
22 I ¢
I'—-———L;F (/«, + E)
A+ ‘
2

B, =
2 7r
7 Ay T8 2

Pour i, =o0,,, on trouve

Bl > Q0,27.
Ainsi,
2nKEopn > 0,29 —ap,

ou «, tend vers o.
Prenons ensuite 7,=2. On aura

__?il_p(llJf_;)_l_lx(l;"I){I J—F(lzi—i

'2'1+£ (I_l'l) A’2 lz+}_ 2
B,— 2 : - 2
2 why Mi—ﬂ[i X 1{] ’
7 A, +tg 2 + 1—A} lwdl +lztg 2

ol ,=1 +&,.
Conservons 4, =o,; et posons 4,=1,,;,. Nous aurons

O,2996] I 2
0,628 + —"> [~— — = . 0,465
B 2,1 I,14 1,64 0,628 + 0,0442 0.8
, = = = 0,278;.
0,2996 [ 0,6366 . 0,216 2,316 + 0,0958 ’
2,318 + — 4 ——
2,1 I,2996 I,14
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L’erreur totale ne dépasse pas 0,0005. Done

B, > 0,278.
Aingi
2nEsp > 0,278,

Finalement, nous avons, pour »n assez grand,

0,278 < 2n By, < 0,286. (47)

kY

Passons & présent & la démonstration des théorémes qui montrent que
chacune des méthodes que nous venons d’indiquer permet de calculer 2n E3, avec
une approximation infinie.

31. Théoréme. Le polynome d’approximation de|xz| sur le segment (— 1, + 1)
admet comme expression asymplolique

6@ —=R@ + (5~ B 7@) + 2, (48)

o yn(x) tend vers o, dés que nax crott indéfiniment.

La démonstration est assez longue et fait appel a des considérations de
nature différente. Il y a lien de remarquer que notre proposition serait établie,
si 'on pouvait démontrer directement que 'une ou 'autre des méthodes employées
pour le calcul approché de Es, est capable de fournir une approximation indéfinie
pour 2nK3,. Pour le moment, c’est la marche inverse que j'ai due adopter.
Un des lemmes que je me bornerai d’énoncer, en renvoyant pour la démonstration
4 la page 6 du Mémoire de 1’Académie de Belgique, est le suivant.

Lemme. 8¢ un polynome P(zx) de degré n reste, en valeur absolue, inférieur

& M sur le segment (—1, + 1), sa dérivée restera, en valeur absolue, inférieure &
nM

———— dans Uintervalle (—h, + k).

Vi—nt ( )

32. On se rappelle la formule (15) que I'on peut écrire

T(a)

2n[|w|———R(x)—— pve

]= en(2) . T(2). (15™)

Il est clair que la meilleure approximation 2n K, de zn || par un polynome
de degré 2n est la méme que celle de ¢,(z). T (x); et on a la relation

P(z)=R(z) + ;—n[T (@) + 2(2)] (49)

Acta mathematica, 37. Imprimé lo 14 avril 1013, 6
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entre le polynome d’approximation P(z) de |«| et le polynome d’approximation
2(z) de e&u(x).T(x). Nous voulons trouver une expression asymptotique du
polynome 2(x). A cet effet, nous prenons un nombre 4, aussi grand que I'on
veut, et nous introduisons la fonction d,(z) telle que

3a(2) = ea(2) . T (&), pour |z|<2
et
0a(2) =0, pour |x|;%.
De cette fagon, on a, en supposant o, aussi petit que 'on veut
|0n(2) — en() . T (2)| <t

Il est évident que, si £,(x) est le polynome d’approximation de J,(x), il
servira d’expression asymptotique pour £(z). En effet, si k, est ’écart maxi-
mum de 2, (x) par rapport & d,(z), on a la relation

Ikﬂ_an2ﬂI < Ct,;;

done
. ke
Llﬂ pY™y I. (50)
C’est le polynome
Q(x)y=co+c 2+ - + caa’® (51)

que nous allons étudier.

L’équation 2, (x) — d, (x) =0, aussi bien que 'équation 2, (¥) — én(x) . T (x} =0
a nécessairement, au moins, une racine entre deux points d’écart, (c’est & dire
entre deux points ot le maximum de |2, (x) —Ja(z)] est atteint). Or P'équation

2, () —en(). T(x)=0 (52)
étant de la forme
A, + A4,z 4+ 4,22+ Azt + - + Anypr122" =0,

ne peut avoir plus de n + I racines positives. Par conséquent, le nombre de
points d’écart sera m + 2, et il y en aura un & Porigine. On a ainsi

Q(0=—1+kn. (53)
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33. Démontrons & présent que 2, (z) n'admet que des maxima positifs M et

des minima négatifs m, tels que

0,5 > M > 0,09 6t — 0,93 <M < — 0,09.
On voit d’abord que, pour x>£—:—z,
lim Je, () . T (x)} =] (2 F (b) — 1) . cos wb| < 0,18;
T
done, pour z > an’

""0,18'—' kn< Q‘ (x) < 0,!8 + kn,

(54)

et entre deux racines de 1’équation (52) £, (r) admet un maximum M ou un

minimum m qui satisfont nécessairement aux inégalités:

0,5 > kn + 0,8 > M > kyy— 0,18 > 0,09,
— 0,09 > ~—kp + 0,08 >m > —k,— 0,18 > —0,6,

puisque 0,3 > ks > 0,27.

Il faut examiner deux hypothéses. Soit d’abord £, (o) un minimum.

ces conditions, on a constamment?
Q(x)>—1+ kn;
et, puisque l'on a d’autre part

8,,(21) . T(x) <o,
lorsque z < ::in, il en résulte que

2, () < kn + 0,18

sur tout le segment (—1x, + 1).
Done, sur tout le segment

l.Q1 (%) + 0,41 —"Cnl < 0,59.

(55)

Dans

(56)

Par conséquent, en vertu du lJemme énoncé plus haut on a dans I'intervalle

(~—7L —Z) our »n assez grand
47’/' 47’L ) P g ’

1 L’impossibilité d’'un minimum absolu différent de @, (0) dans l'intervalle (O,ﬁ) sera

mise en évidence par le raisonnement qui démontrera I'impossibilité de la seconde hypothese,
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a8,
| dz |< I,8M. (57)

Si 'intervalle (o, Z’%) contient & son intérieur au plus un seul point d’écart

de 2, (x) —&a(z).T (z), il y aura n points, ol [, ()| atteint son maximum en satis-
faisant aux inégalités (55); tous les maxima et minima de 2, (z) satisferont donc
aux inégalités (54). Il s’agit & présent de voir que le nombre de points d’écart

de | 2, () —ea(x) T (x)| dans lintervalle (o, fﬁ) est inférieur & 2.

En effet, soit xo==7~:%9 le premier point d’écart. On aura nécessairement

[2F (b)) —1]co8 by =en(x,) . T (%)) > — 1 + 2kn > — 0,444.
Mais la fonction

[zF (b) —1]cos b

croit dans lintervalle (o, fw—a)’ et on reconnait que, pour b= 0,1, elle se réduit

. Q,2:7T
& — 0,446 (& 0,001 prés). Donec, b, > 0,11, ou z,> —’zn

D’autre part, si x, est le

second point d’écart, on a

2, (=) — 2, (xo) > 2kn> 0,556,

et puisque
dQ
I—d—x—l <I,n8n,
donc
0,556 _ O
z, a50>__’“ ;4_7,
I,18n n
d’olt, enfin,
o 0,217 7T
z, > g 22 s
n 2n 4n

Remargue. Par un raisonnement semblable on reconnaitra que la plus

petite racine de £,(x)=o0 est supérieure a fﬁ Cela résultera de l'inégalité
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0,29 + [1—2F (b)]cos wb > 1,18 [1:—%9] qui a lieu pour o<b<§, comme on le

vérifie facilement en utilisant le tableau (24).
Seconde hypothése: £, (o) est un maximum négatif. Dans ces conditions,
Péquation £, () = o ne pourrait avoir plus de (n — 1) racines positives.

Si la plus petite racine a, de £, (z) = o était supérieure a :g;, il y aurait,

d’aprés ce qui précéde, au moins une racine de 2, = o entre deux écarts maxi-

mum de |, (x)—eén(x).T(2x)]; il n’y aurait donec que n— 1 écarts maxima &
droite de a,; il y aurait donc 2 points d’écarts & gauche de a, (sans compter o),
et aussi & gauche de 4% De méme, si @, < Z%’ il ne peut y avoir plus d’un point
d’écart entre deux racines successives de 2, =o. Dong, il faudrait en tout cas,
que, pour z< ‘%, z < a,, on ait deux points d’ecart (sans compter 'origine). Ainsi,

au second point d’écart x; on a encore £, (z,}) <o, d’olt
enf{y) . T (x,) < — 0,27.

Par conséquent,

7T
x < En
Soit, d’autre part,
m=—z1+k,—h
la valeur du minimum de £, prés de o. La variation totale de £,, lorsque x
varie depuis o & z, en passant par le point, ol £, est minimum et ensuite par
le premier point d’écart x,, est supérieure a

h+2ka>h + 0,5.
Mais on a, comme précédemment, dans le voisinage de I'origine

s,

dz < (1,84 A)m, (58)

puisque
—1+kp—h <R <ks+t o,8.
De sorte que =, satisfait & 'inégalité

(1,08 -+ AYn > h + 0,5,
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donc
(118 +B) >k + 0,55,
d’olt
h < 0,15. (59)
Par conséquent, au premier point d’écart x, on aurait

en (%) . T(2) > —1 4 2kn—h > —1 + 0,55 — 0,15 = — 0,6,

d’olt a;,,>—”—, et x,—x°<1-—l=—”—; ce qui est en contradiction avec
I5n 6n 157 Iom
X, —xz,> IO”:; qui résulte de (58) et (59). L’hypothése que £, a un maximum

négatif doit donc étre rejetée.

Les inégalités (54) sont donc démontrées.

En d’autres termes le polynome R, (x) admet (2n + 1) maxima et minima sur
le segment (—1, + 1); et, en outre, tant que |nx|> A, ces maxima ou minima sont
égauz, en valeur absolue, & ky, tandis que les autres sont, en valeur absolue, inférieurs

a 3k, et supérieurs o ik,..
34. Les équations

() — kW =0 (60)
et
(é%ﬂ)’.(x'—x)=o (61)

Y

dont la seconde a toutes ses racines réelles, anront des racines communes: &
sa,voir,b toutes les racines qui, en valeur absolue, sont supérieures a % Soient,
d’auntre part, o < 8, <8, < --- < 8 toutes les racines positives de £, (x) = o inférieures
ou égales & % L’équation (60) aura au moins 2 racines positives (distinctes ou

confondues) entre S; et f;.1, dans le cas ol le maximum (ou minimum) de £,
compris entre B; et 8;,1 est, en valeur absolue, supérieur ou égal & k,. Dans
le cas, ol le maximum ou minimum correspondant est inférieur a k,, I’équation
(60) n’admet plus de racines réelles dans l'intervalle considéré, mais on peut

démontrer que

i Von construit un trapéze B; 8; +1 C D ayant pour base 8; B + 1 et pour hauteur —:i
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et dont les cotés lateraux B:D et fiyy C forment avec la base des angles intérieurs
égaux & 3—275 , tl y aura au moins une racine de U'égquation (60) & Uintérieur du tra-

peéze B P41 CD.

En effet, sur une paralléle quelconque & la base 8:8;+, il y aura au moins
un point, ou la partie imaginaire de £, (x) est nulle, car, si I’'on parcourre cette
paralléle de droite & gauche depuis le coté B;i1C jusqu'au coté §; D on fait
varier 'argument de 2, d’une quantité supérieure & . Par conséquent, la
courbe S, ol la partie imaginaire de £, est nulle, passant par le point y;, racine

de %1———0 comprise entre g; et f;+1, rencontrera chaque paralléle & la base;

mais toutes les racines de C15'2—1=o étant véelles, la courbe 8 n’aura pas de points

dx
multiples & lintérieur du trapéze, de sorte que la partie réelle de £, variera
dans le méme sens, lorsqu’on suit la courbe S depuis y; jusqu’au premier point
H Qintersection de § avec CD. Pour reconnaitre que I'’équation (60) admet
une racine a l'intérieur de 8;8;+1CD, il suffira donc de prouver que

ud=QL(H)> k. (62)
A cet effet, prenons le polynome

T (z) == cos zn arc sin x,

2 s . - . ? n
ot désignons par ¢ son argument pour z= H; soit, pour fixer les idées 0 < ¢ < P

Du point H menons une paralléle & 8; D qui rencontre I'axe réel en un point
E; soit z, la plus grande racine de 7'(x) =o, telle que z, < £; menons ensuite
la droite x, H et perpendiculairement & celleci HE', le point E' étant également
sur 'axe reel; on pourra alors déterminer entre E' et z, un point y, tel que
Pargument de la fraction

soit égal & — ¢, son module étant évidemment supérieur a

i

Ceci posé, le produit

H— .
=% cos 2n arcsin H
H—zx, :

sera réel. Mais, par hypothése, on a, en supposant 0 <@ <1,
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n n

D’otl, aux infiniments petits prés,
cos 2n arcsin H = cos (2604 + 81) — -;—[(e8 +e~8) cos20A4 + t(e—8—e8)sin 20 A].

Done,

|coszn arcsin H| = 2 Vel® + =18 + 2 cos 40}{3:2(6‘ —e %) > 2(6’—— 1).

Par conséquent, ’équation & coefficients réels,

TP
2, () =T %)

cos 2m arcsin x, (63)
x— 2,

ou

., H—u, “ 2V2
. i,

Wwo=- . : /
H—y, cos2narcsin H ~ e —1°

aura une racine complexe égale & H (en supposant, pour fixer les idées, 2,(H) = u).
Mais ceci exige que I'on ait précisement, comme je V'affirmais,
> kn.

En effet, ¢'il en était autrement, on tirerait de I'inégalité u <k, que

2Vz k
i} n
w <"k, <>

' S—1 "84
et, dans ces conditions, comme nous le verrons facilement, toutes les racines
de I'équation (63) devraient &tre réelles, de sorte que H n’en serait pas une racine.

En effet, en écrivant

r— . . Ty — .
Y0 608 2 n arcsin z = cos 27 arcs1nx+—:—€-°—%coszn arcsin z,
—z, —x,
. 24 24
on voit que, pour — —< < —,
n="=mn
(4),
T — , 7 n
Yo cos 2m arcsin x <t+z2n(r,—y,)<1+2n 4% 4 W e
x — @, n 2n 4 @
n 2n

<1+2n[§ +—7L]<21,
: n 2n

. T
puisque K —z, < pyn
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x— . .
Sur le reste du segment (—1, + 1),0n a w—~z—° < 2; done a fortiori
—— 4o
x— .
7Y cos2narcsinz)<21.
z— @,

Par conséquent, si p' <

YRTE le polynome

z— .
Q(x) — " - X Y0 608 2n arcsin
T — 2%,

aura le signe de £,(x) en tous les points, ol £,(x) est maximum ou minimum;
toutes les racines de ce polynome seraient réelles.

Ainsi Péquation (60) admet bien une racine 4 Pintérieur du trapdze 8:8:+1CD.

En construisant le trapéze 8;8:41 C' D' symétrique & 8;f:+1 C D par rapport
a la base @;8:41, on en conclut que I'équation (60) admet au moins une paire
de racines réelles ou complexes & lintérieur de la figure $;D'C'8i11CD. En
ajoutant la racine de (60) comprise entre o et @, et en remarquant que I'équation
(60) est paire, on voit qu’elle n’a pas d’autres racines que celles que nous
venons de trouver ainsi que les racines égales et de signe contraire.

35. 1l résulte de ce qui précéde que ’on doit avoir

2

st 12 @) — ] = (P @1 — 1) Y(a), (64)

Y (o) = &0 ) [ — (B + 1) (2" — (B + 1,)"] - . [2° — (Br—s + 12—2)]
2?2 — (B + &) . . . [2°— (Br—1 + &4—1)'] ’

avee |&| < Bir1— B et |nei—i] <% + Big1— B} el <% + Bis1— i

Par conséquent,

N G 7 i e -
[1 — (181 ;— e,)T. . ,[I ~ (‘[ﬁ“—‘g_sﬁ—_l)’T
- (g A ],

x
! 2 {&p—1—Nop— ﬂ -— + 82 —_1 772 —_— ﬂ |
-lx ( k—1 2% 2) k 2]. k—1 2k—2 0 ( k) s

ol |6;] <1, lorsque |nx|>24.
Acta mathematica. 37. Imprimé le 15 avril 1913. I
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Done
Y()=1+ k(1 + ¢), (65)
ol

2(81 _ "71)191 + 5:—'72
x?

x2

2
|h|<|’7—;| +

l + -+ 2(6"—1—’727‘—2)!9/‘—-1‘*‘321:—1_7722k_2| +

=LAV
12
o2 z)
=2
¢ tendant vers o avec h.
Mais, lorsque « varie de 8; & Bi41, £,(x) passe par un maximum ou mini-

mum qui, en valeur absolue, dépasse ik,,, de sorte que la variation totale de
£, (x) dans cet intervalle est supérieure a _;—k" > 0,13. Done, en vertu de I'inégalité

(57) qui est valable pourvu que % soit assez petit, on a

0,13 I

1,87 I0Mm

Biv1—Fi >
On en conclut que
In2i} < % + Bis1 — B < 41 (Biv1 — B4)

et

I??zi—l ! < 41 (Bip1— Bi)-
Done

1ni<? +%[<ﬂr—ﬂl) (ﬁ +6ﬁz) + o (B — 1) (%+6ﬁk)]+

x

. (67)
t=k
Bi\¢ 3364  504A%  60A4°
¥ 60i§2 (i) (B —Bi—r)n < n2x? + ntat ntat
Par conséquent, on peut écrire
A2 A5
Y(r)=1+ Zt[——-n’x’ + __n‘x“]’ (68)

ou A étant supposé fixe, |¢| reste borné (inférieur & 500, par exemple), lorsque
nx croit indéfiniment.
Or, de I’équation (64) on tire

(66)
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9, dz A A
e V1~x2[1 1 (o + 7)) (69)

! étant borné comme ¢.
D’on

1
() T dx [ (.4” 45\
arceos iy zn] ——AVI_:F 1+ paye + _nf‘x*)]_'

1 1
Adx Abdx
amarocos e ¥ p[f neVi— o +fnsx4v1—:z2‘] -

T x

x

A Vi —2  ASVi— a?
ne 3N

=2narecosx+p[ (x +zx’)],
p étant borné, lorsque nmx croit indéfiniment. En supposant n pair, c’est le
signe — qu’il faut prendre devant k,.

Donc,

— 2, (x) = ky, cos [2m arccos £ + &), (70)

. 1 . . .
ol &, tend vers o comme pot le nombre A étant fixé d’avance aussi grand que

I’on veut.
Par conséquent, le polynome d’approximation P(x) a pour expression asymp-
totique

G(z) = R(x) + Z—Iﬁ[cos 2n arceos £ — k, cos (2n arccos x + sn)] =

= 1 _Fa Yn(Z)
=R (x) + (Eﬁ z_n) cos znarccos ¥ + < == (48)

=R + (5~ Foa) 70) + 212,

olt 7,(z) tend vers o avec 7—:5 C.q.f.d.

Remarque. Les formules (48) subsistent encore pour n impair, pourva que
Pon y pose T(x) = cos zn arcsin z.
36. Théoréme. En reprenant les notations du § 30, on a lim 2nE;, —

N=wm

= Max. B = Constante.
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En effet, C étant un nombre suffisamment grand, on aura, aux points

. i c
sm;—ﬁ > — w et aux points p’._ﬁ d'écart maximum,

jz] — G ()= + E3n + ;—".

ol &, est aussi petit qu’on veut, si n croit indéfiniment.

Par conséquent, si on construit le polynome d’approximation de |z| relatif
4 cette suite de points, comme nous ’avons fait au § 27, on trouvera, en choisis-
sant i, assez grand, que la meilleure approximation ¢ en ces points est

(e

avec o < &< Max |e,|.
Done, a fortiori

lim 2n B, — Max. B, = Constante.

C.q. | d.
37. Théoréme. En désignant par & le maximum du module de I'expression
de la forme
S(b)=cosnb[F(b)-— —-—i‘*—l—m——(—“—%i—“;—g]
g ___ - e __ | _ -
v—y =)

qui 8’écarte le moins de o, lorsque b> o0, on a 21lim d; =1lim 2n E;,.

fmo =D

En effet, d’aprés le § 25, on a

. nu
lim —

&

(71)

ol u, est la meilleure approximation de |z| par un polynome de degré zn de

la forme

Q(x)zR(x)‘*'T,(f)[B"’bssz + -t (Zb%%&]*

=R(x)+%% Tf:v)[B——'*‘ b,+---+(2b’;

en posant, comme auparavant b=%§, et en désignant par b,, b,, -

successives de 1'équation

(34)
=)

les racines
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(n:b) . 7th

T (—} =cos2n aresin — = o.
2n 2n

Le produit

- S SOPR: TSNP € i 9.
2(5)=T()| B gt e + 3]

représente un polynome pair arbitraire de degré 2nm ayant 2n—2t¢ racines

.. I\ n .
égales 4 + sin (?+h—;)a, pour A=1,2,---n—3.

Prenons ¢ trés grand par rapport au nombre 4, dont dépend

2, (x) =—k,cos[znarcsinz + &,],

ou &, tend vers o comme ?%, et déterminons les coefficients de Z(x) par la con-

dition que Z(x) =o admette les 2¢ plus petites racines de 2, (z)=o, et de plus
2Z(x)
2, (x)
tend vers 1, c’est & dire que les coefficients de a?* au numérateur et au déno-
minateur sont égaux. Par conséquent, on a

que 1 —2B=1Fk,. La derniére condition exprime que, pour z trés grand

2Z(x)
Q) (x)

[x’—sin’ (z’ + —I~) i] [x9~sin’ (i + i) —”—] . -[ac”-——sins (n—i) f—]
2/2n 2/2n 2/2n

t oin® i Lo Tt —aintls 310, VN 2_'2(_5 ’i]
[x sin (t+z+a.)2n][w sm.(z+2+a.+1)2n:| [x sin?|{n 2+a,,_1 p

ot o est une quantité de Pordre de —’I&
Je dis que, 7 étant pris assez grand, ce rapport différera aussi peu que

h) 7w, ou h différe

A . - . [v+
I'on veut de 1, lorsque » croitra indéfiniment, pour x==sm( pyo

d’un entier positif ou nul de moins que ¢ <§, ou bien est une quantité négative quel-

conque. Pour fixer les idées, posons A =o0, car on verra sans peine qu’il n’y
aura aucun changement essentiel & faire dans le calcul pour les autres valeurs
considérées de A. On aura dono
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. i@ . JITT . . I\ 7@ Y1 . I\
2Z(sm~) sm’————sm’(z+ —)-—* sm’————sm'(n—-—)——
z2n 2n 2/ 2n 2n 2n

. L7 . G s of. I T 1
02, sm~) [asm"————sm2 t+ —+a.-) sin® -~ — sin? (n—— +a,.._1
2n 2n 2 2n 2n

I
n
sm’(z-l- +a.)——sm’z+) :l

gin® 2—7—& — sin? (1, + =+ a.

=|1+

sin® (n—— —+ a,._l) —— — gin? (n—I-) S
2n
I+ .

Y .
sin®— —sin? n—— + a,._l) —
2n 2 2n

Il suffira par conséquent de montrer que la somme

e ol I 7 . k2 . 1 7T . 1\ 7
sin® ('I, + =+ a;) — —gin? (z + = sin? (n——-— + a,._l)——-sm’ (n——— —
2n 2n+ " 2 2n 2/2n
17T 7T Y7 . 1
8in?-— —gsin? (z + =+ a.) sin? — —sin? (n——— + a,._l) —
2n 2n 2n 2 2n
tend vers o. Or celle-ci tendra vers o en méme temps que la somme
N P | \ @ ... I\ =® T I\ w
sin (z I a.-)——sm (1. + =] — sin (n—-— + a,._.l)——sm (n——)———
2n 2 2n+ + 2n 2n
17T k3 . i . 02 ’
sm————sm z+ + a3} — sin — — sin +a,._1
2n 2n 2n z2n
donc, en méme temps que la somme
- o +3 Uil +ooe anI—l
~ta THo N—t—=+ Cp_
2 3 2 t+1 2 n—1

. . D
Mais nous avons remarqué qu’on peut fixer un nombre D tel que ax<—:

Il suffit donc de prouver que la série : D + D

- +.-.
typ DL p

ou

I I I
7+3(i+1)+5(i+2)+

S =

prolongée indéfiniment a une somme aussi petite que P'on veut, si ¢ est pris
assez grand. Or, ceci est évident, puisque
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d dx 1 logz: 1
S<J (2Ex+1)(x+z'-)+_i-—zi—-1 +3
0
2Z(x)

Du fait que, pour A <o, différe infiniment peu de 1, on conclut que

\(2)
n[Q(2) —G(x)]=¢

. i
tend vers o, lorsque [x|<sin Pyt de sorte que pour ces valeurs de x le rapport

du maximum de |Q(x) —|z|| au maximum de |G(x)—|x|] qui est égal a

I+ s
n.Max.| G (z) —| ||
tend vers 1.
D’autre part, dés que nz devient suffisamment grand, 2n (G(x)—|z|) différe
infiniment peu de £,(x), et son maximum sera atteint en des points sin Z—:, ou

b différe infiniment peu d’un entier positif. En ces points on a, & des infini-
ment petits prés,

122(x) | =L, (2)| = kn;
et, si x s’écarte de ces points, de sorte que b varie d’une quantité finie, par
exemple, supérieure & z, on pourra indiquer un nombre fixe 6 <1, tel que (aux
infiniment petits prés)

|2Z(z)| =|82,(x)| < Okn.

On en conclut que |2Z(x)| a aussi un maximum égal & %, pour b infini-
ment voisin d’un entier positif. Puisque entre deux racines de Z(z), il n’existe
qu'un seul maximum de |Z(x)|, le maximum de 2}Z(z)| dans ces intervalles est
égal 3 ky; c’est & dire que dans ces intervalles également le rapport du maxi-
mum de |Q(x) —|z]| & celui de |@(x)—|z]|| tend vers 1. Donc

. 2N g
lim =" =1,
7 -0 kﬂ

et, en tenant compte de (71), on a finalement

2lim §; = lim &k, = lim z2n E,,

7 -0 =@ 73w ®
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Les deux derniers théorémes montrent respectivement que les méthodes que
nous avons suivies, soit pour déterminer une borne supérieure (§§ 25—26) de 2nZsa,
soit pour en donner une borne inférieure (§§ 27—30), permettent de calculer
lim 2n Es, avec une approximation infinie par défaut, comme par excés.

A

38. Généralisations. Je voudrais, en terminant, faire observer que I’étude
particuliére de la meilleure approximation de |z| faite dans ce Mémoire est sus-
ceptible d’importantes généralisations.!

En ce reportant au § 15, on voit d’abord que les méthodes employées peu-
vent, sans modifications essentielles, &tre appliquées & I’étude de la meilleure
approximation Ej,[x%] de z* par un polynome pair de degré 2n sur le segment
o 1. On devra trouver, en particulier, que le produit (2n)®. Eyn[2*] tend vers
une limite parfaitement déterminée L(a), lorsque n croit indéfiniment.

Mais on peut genéraliser de plusieures maniéres le théoréme 15.

Nous dirons que le polynome

Px)=Ad, + A, z% + -+ Agx®% + - + Apyn2%+n

est un polynome oscillateur d'ordre {k + n) et de genre k. ¢’il posséde (n + 1)
extrema égaux et de signes alternés dans I'intervalle o 1.

Ceci posé, voila un théoréme, dont la démonstration est pareille & celle du
théoréme (15):

8¢ Q(x)= B, + B,xq, + -+ + Brynxk+n est le polynome oscillateur d’ordre
(k +n) et de genre o, il ne peut y avoir plus d’un point d’écart maximum b; du
polynome P(z) de méme ordre et de genre différent de o entre deux points décart
Bi et Binrde Q(x); d’ailleurs, si P a un point d’écart confondu avec un point d’écart
B de @, tl n'en awra pas d’autres dans les intervalles 8;8iy1 et Bifi—1.

On en déduit immédiatement que, 1 le rapport

k )
sy A du genre d’un polynome
oscillateur & son ordre lend vers o, on a

lim (B;—bi) = o

Bw o

Ainsi, en particulier, dans le cas, ol ¢;=1, on a

17T
I —COS _’n"

7 =0 17 -

! 71 merait trés intéressant de rechercher, si la limite de 2n E2a est une transcendante
nouvelle, ou bien s'exprime au noyen des transcendantes connues. Sans résoudre cette question,

je signalerai, comme une coincidence curieuse, que l'on a aussi 3% = (0,282 (& 0,0005 pres).
T
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Nous pouvons en tirer la conséquence suivante:
Si la fonction f(x) jouit de la propriété qu’e une infinité de valeurs de n on

peut faire correspondre des nombres k tels que les rapports g et B+ il](@)] tendent

B[ ()]
vers o, les polynomes d’approximation de f(x) de ces degrés n auront des expressions
asymptoltiques, dont les points d’écart b; satisferont & la condition
i
I— Ccos —
lim b; = lim

En particulier, toutes les fonctions analytiques (réguliéres sur le segment o 1)
jouissent de cette propriété.

En effet, soit 7,,.: le polynome d’approximation de f(z) de degré (n + k),
et soit «', le polynome d’approximation de degré n de 7,4z, on voit que

[1(2) = 7'n(2)| < Bnlf(2)] + 2 En+ 4l (2)];

la condition que —Z,——“‘ tend vers o, exprime donc que «',(x) est une expression
n

asymptotique du polynome d’approximation de degré n de f(x). Mais

T4k ~—7C'n
sera un polynome oscillateur d’ordre n + k& et de genre %, dont les points d’écart
jouiront de la propriété indigquée, puisque % tend vers o.

Pour voir que toutes les fonctions analytiques satisfont & la condition du
théoréme, rappellons que pour toute fonction analytique on peut indiguer un
nombre ¢ <1, tel que
m VE, <.

N= o

Il existera donc une infinité de valeurs de n tels que, si petit que soit

g, on ait

En+k k.
En é(e + 8) E)

de sorte que ce rapport pourra tendre vers o en méme temps que 11:'6 .q.f.d.

Les fonctions analytiques ne sont pas les seules pour lesquelles la distribu-

tion asymptotique des points d’écart des polynomes d’approximation satisfait a
la condition (73).

! Voir ma Note des Comptes Rendus, 26 novembre, 1912 »Sur la valeur asymptotique de
la meilleure approximation des fonctions analytiques».

Acta mathematica. 37. Imprimé le 11 jmin 1913, 8



