Uber die
analytische Darstellbarkeit sogenannter willkiir-
licher Functionen einer reellen Verinderlichen.

Von K. WEIERSTRASS.

Erste Mittheilung.

e et

Ist S (x) eine fir jeden reellen Werth der Veriinderlichen x eindeutig
definirte, reelle und stetige Function, deren absoluter Betrag eine end-
liche obere Grenze hat, so gilt bekanntlich die nachstehende Gleichung,
in der u eine zweite reelle Veriinderliche bedeutet und unter % eine
von x und « unabhingige positive Grosse zu verstelen ist:

(1.) I;lnol W f _( , )du—-f(x

Der in dieser Gleichung ausgesprochene Satz lisst sich leicht ver-
allgemeinern.

Es werde irgend eine Function L () von derselben Beschaffen-
heit wie f(r) angenommen, welche ilir Zeichen nicht indert, der
Gleichung ' (— &) = U (r) geniigt und tberdies der Bedingung ent-
spricht, dass das Integral
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o

einen endlichen Werth haben muss, der mit w bezeichnet werden
moge. Setzt man dann

(2.) F(xk_——f e du,

(3.) I;im-F(x,k) = f(x).

In Betreff des Beweises der Gleichungen (1, 3) moge Folgendes be-
merkt werden. Es seien a,, a,, b, , b, positive Grossen, b, >a,, b, > a,,
so hat man
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a:) du

= ' \p( . )du—i—— f(u ¢(7%£)du

_b‘

b4z b,—:t
= f(—0,.. f\b(u) du+ fl(a,...b) xL/(u du
al+I as

k

In Verbindung mit den in Betreff der Functionen f(z), ¢ (x) ge-
machten Annahmen lehrt diese Gleichung, dass das Integral

1 [ Uu—z
wenn man den Grossen x, k bestimmte Werthe giebt und dann a,, a,

unabhiingig von einander unendlich gross werden lidsst, sich einer
bestimmten endlichen Grenze nihert und somit das Integral

£l

—_o0

eine wohldefinirte Grosse ist.

Dies festgestellt, sei nun & eine beliebig klein anzunehmende
positive Grosse, so ist

Fz, k) = ———fu)xl/< du—}——f
o) ww(tw

+ oo ©
= ;)—f(——oo...x—S) V() du + ;I;f(x+3---+00)ﬁ(u) du

k *

du

+ ﬁf(f(x——ku) + [ (@ + kw) b () du

! Ich bezeichne mit f(z;...2;) einen Mittelwerth zwischen dem kleinsten und
grossten derjenigen Werthe, welche f(z) in dem Intervall von z = 2, bis £ = =z, an-
nimmt.
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Daraus folgt: .
zmum—ﬂ@=ﬂ““““+@“fmf¢wm¢

w

+ 2—Iw—f(f(.r—ku) + @+ fu) — 2f () () du

—+co
:f(—oo...—f—oo)——f(x)f\b(u)du

w

+ i (fle—e)+ flo+e) — 2/ (@),

wo g, ¢ positive, zwischen o und 1 enthaltene Gréssen bedeuten.

Nun seien «,, «, irgend zwei bestimmte Werthe von z, G die obere
Grenze fiir den absoluten Betrag von f(z), und g,,g, zwei positive
Grossen, die beliebig klein angenommen werden koénnen. Dann kann
man zunichst der Grosse & einen so kleinen Werth geben, dass der
absolute Betrag von

;(fe—w) + 7@+ w0 — 2f @)

stets kleiner als ¢, ist, wenn z in dem Intervall (z,...x,), und zu-
gleich v in dem Intervall (o...d) angenommen wird. Hat man einen
solchen Werth von & fixirt, so kann man ferner eine positive Grosse %’
so bestimmen, dass fur jeden Werth von £, der < £/,

2G (7
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also vermoge der vorstehenden Gleichung die Differenz zwischen
F(x,k) und f(zr) ihrem absoluten Betrage nach kleiner als g, + g,
ist, und zwar fir jeden der betrachteten Werthe von z.

Hiermit ist also nicht nur bewiesen, dass F(z, k) fir jeden
einzelnen Werth von x der Grenze f(z) sich nihert, wenn % unend-
lich klein wird, sondern auch, dass die Anniherung fiir alle einem end-
lichen Intervalle angehorigen Werthe von x eine gleichmissige ist.

Aus der Gleichung (3.) ziehe ich nun eine bemerkenswerthe
Folgerung.

Unter den Functionen  (z), welche den oben angegebenen Be-
dingungen entsprechen, giebt es unzihlige, welche transcendente ganze
Functionen und zugleich so beschaffen sind, dass auch die zugehorigen
Functionen F(z, k) fir jeden bestimmten Werth der Grosse 4 in be-
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stindig convergirende Potenzreihen von z entwickelt werden kérnen.
Nimmt man fir \ (¢) eine derartige Function, z. B. < (z) =¢™™, so
ergiebt sich der folgende, wie es mir scheint, merkwirdige und
. fruchtbare Satz:

~ A. »Ist f(2) eine nur fiir reelle Werthe der Verinderlichen x
eindeutig definirte und durchweg stetige Function, so ldsst sich auf
mannigfaltige Weise eine transcendente ganze Function F (z, k) her-
stellen, welche ausser x noch einen veréinderlichen (positiven) Parameter
% enthilt und so beschaffen ist, dass fir jeden reellen Werth von x
die Gleichung

Lim - F(x, k) = f(x)

k=o
bestelit. «

Unter der Bedingung, dass die Veriinderliche z auf irgend ein end-
liches Intervall beschrinkt werde, kann man ferner, wie gezeigt worden
ist, nach Annahme einer beliebig kleinen Grosse g’, dem Parameter £
einen so kleinen Werth %" geben, dass fir jeden Werth von x die
Differenz zwischen F(x, k') und f(x) ihrem absoluten Betrage nach
kleiner als ¢’ ist. Stellt man sodann F(x, k) in der Form einer
Potenzreihe

A+ Ax+ A + ...

dar und Dbezeichnet die Summe der n ersten Glieder dieser Reihe
mit G(r), so kann man, nach Annahme einer anderen positiven
Grosse g”, dem n einen so grossen Werth geben, dass fiir jeden dem
angenommenen Intervall angehdrigen Werth von z der absolute Be-
trag von F(z, k') — G (x) kleiner als g”, mithin der absolute Betrag
von f(x) — G (z) kleiner als ¢'+4 ¢ ist.

Damit ist bewiesen:

B. »lIst f(x) eine Function von der angegebenen Beschaffenleit,
und wird die Veréinderliche & auf irgend ein endliches Intervall be-
schrinkt, so ldsst sich, nach Annahme einer beliebig kleinen positiven
Grosse g, auf mannigfaltige Weise eine ganze rationale Function
G (r) bestimmen, welche in dem festgesetzten Intervalle sich der
Function f(z) so genau anschliesst, dass die Differenz f(x) — G (x)
ihrem absoluten Betrage nach bestindig kleiner als g ist.«

Nun nehme man zwei unendliche Reibhen positiver Grossen
A, Qys Qyy e e

91’92,931"'

. .
so an, dass Lim-.q, = oo ist und = ¢, einen endlichen Werth hat;

=1

Tr=0oc
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dann kann man dem Vorstehenden gemiss eine Reihe von ganzen
rationalen Functionen
G,(2), G,(@), G,(@), . - .

so bestimmen, dass (fir v=1,2,...00)
| flz) — G,(0)| < g.
ist, wenn z in dem Intervall (—a,...a) liegt. Setzt man sodann

fo(x) = Gl (.Z) > f:,(.’L‘) - Gv+l (.’l)) - Gx(x) s

so ist
3 f.(@) = Gy (@),

und fir jeden bestimmten Werth von x
Lim . G71+| (x) :f(x);

H—=oc
woraus sich

Sfla)=

v

Il 148

J@
ergiebt.
Nun seien z,,x, irgend zwei bestimmte, endliche Werthe von z,
so ergiebt sich aus den Ungleichheiten
/@) — G, |<g.(—a=z=a,) .
If(x) - Gv—H (‘T) | <gv+x H (_ av+1 é < é av+1)

dass fir jeden dem Intervalle (z,...z,) angehérigen Werth von «

L@ <g + G

ist, sobald v grosser ist als eine bestimmte Zahl v/, die dadurch de-
finirt wird, dass jedes Intervall (—a,...aq,), fir welches v > v/, die
Werthe x,,x, beide enthalten muss. Man hat also

oc

o .
| : If: (x) |<V:§+I(gv + gv+1)s wenn xl é x é xz;

und somit auch die Reihe
2 f@

unbedingt und gleichmissig fiir die dem Intervalle (z,...x,) an-
gehorigen Werthe von z. Es ist aber die Wahl der Grossen «,, x,
keiner andern Beschrinkung unterworfen, als dass sie endliche reelle
Werthe haben miissen, und die Functionen f,(r) sind unabhiingig von
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denselben; die vorstehende Reihe convergirt also unbedingt fir jeden
Werth von z und gleichmissig in jedem Intervall

z, <z=x,,

dessen Grenzen endliche Werthe haben. Es gilt also das Theorem:

C. »Jede Function f(x) von der angegebenen Beschaffenheit lisst
sich auf mannigfaltige Weise darstellen in der Form einer unendlichen
Reihe, deren Glieder ganze rationale Functionen von z sind; diese
Reihe convergirt unbedingt fiir jeden endlichen Werth von z, und
gleichmiissig in jedem Intervalle (z,...x,), dessen Grenzen endliche
Grossen sind. «

In Betreff des Satzes (B.) ist zu bemerken, dass man zur Be-
griindung desselben nur anzunehmen hraucht, es sei () eine trans-
cendente ganze Funetion, welche fir reelle Werthe von z die im Vor-
stehenden angegebenen Eigenschaften besitzt, nicht aber, dass auch
F(x, k%) eine ganze Function von z sei, was keine nothwendige Folge
der ersteren Annahme ist.

Setzt man nimlich, unter a, & zwei beliebig anzunehmende reelle
Grossen verstehend,

b
Fz, k) = ﬁff(uw(“;‘”)du,

so hat man fiir reelle Werthe von z

Fx,k) = F, (x,k)—i—ﬁﬁ(x——ku)yb(u) du -+ iﬁ(m%—ku)x!x(u)du,

Ir—a h—x
k a

und kann also, wenn a, ¥, x,, z, der Bedingung
a<x <z, <b

gemiss angenommen worden, und eine beliebig kleine positive Grosse
g, gegeben ist, den Werth von % so fixiren, dass fiir jeden dem Inter-
valle (x,...z,) angehorigen Werth von « der absolute Betrag der
Differenz f(z) — F, (z, k) kleiner als g, ist. Dies vorausgesetzt, kann
man ferner, da F,(z, k) unbedingt eine (transcendente) ganze Function
von z ist, nach Annahme irgend einer zweiten positiven Grosse g,, eine
ganze rationale Function G (x) so bestimmen, dass in dem Intervall
(x, Sx=ux,)
|G(x)—Fr(‘ra]‘)|<gz

also

|f@@) = G@) | <g. + 9.
ist; was den Satz (B.) giebt.
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Dieser Beweis des in Rede stehenden Satzes ist, wie ich glaube,
vollkommen streng und reicht aus, wenn nur gezeigt werden soll,
dass ganze rationale Functionen G (z), welche sich einer gegebenen
Function f(z) in allen Punkten eines beliebig angenommenen Intervalls
(,...x,) so genau anschliessen, wie man will, existiren und auch
wirklich bestimmt werden konnen. Dagegen leidet die im Vorstehenden
angegebene Bildungsweise solcher Functionen an einem wesentlichen
Mangel. Setzt man

Flz,kb)==®

v=0

x’,

wo (k), eine Function von k ist, fur die sich der Ausdruck

>-!¢‘

. =0 £

v! w du’
a
&
ergiebt, und
n—I
Gz, k) == (k)
v=0~0
so existiren zwar, wenn irgend eine positive Grosse & gegeben ist,
Werthe von % und #, fur welche in dem Intervall (x, Sz =ux,)

@) — G, k)| <

ist; es wird aber, wenn & unendlich klein wird, % ebenfalls unendlich
klein, und es tritt der Ubelstand ein, dass aus dem vorstehenden Aus-
druck von (£), nicht zu ersehen ist, ob derselbe, wenn 4 unendlich
klein wird, einer endlichen Grenze sich nihere oder doch wenigstens
endlich bleibe, was unbedingt erforderlich ist, wenn auf die in Rede
stehende Weise fiir einen beliebig kleinen Werth & ein brauchbarer
Anniherungsausdruck der Function f(z) sich soll herstellen lassen

~ Wie dem angefithrten Ubelstande abzuhelfen ist, werde ich in
einer folgenden Mittheilung zeigen.




